Αγαπητές μαθήτριες και αγαπητοί μαθητές,

καταρχάς ελπίζω ότι είστε όλοι καλά, δυνατοί και γεμάτοι αισιοδοξία.

Μετά και τη διακοπή της προηγούμενης εβδομάδας ξεκινάμε λόγω …κορονοϊού από σήμερα ένα νέο τρόπο μαθημάτων, επικοινωνώντας μεταξύ μας μέσω της ιστοσελίδας του σχολείου μας, στην οποία και θα αναρτώ οδηγίες μελέτης και υλικό, τα οποία σας παρακαλώ κάθε φορά με τη βοήθειά μου να επεξεργαζόμαστε.

Σε συνέχεια λοιπόν του τελευταίου μας μαθήματος στο σχολείο που αφορούσε στην έννοια της αριθμητικής προόδου και πριν ασχοληθούμε με την επίλυση ασκήσεων, ας δούμε εδώ μαζί τα βασικά σημεία της θεωρίας της αριθμητικής προόδου:

— Στην ακολουθία  1, 3, 5, 7,.., των περιττών αριθμών, κάθε όρος (εκτός από τον πρώτο) προκύπτει από τον προηγούμενό του με πρόσθεση του αριθμού 2. Δηλαδή για την ακολουθία αυ​τή (αν)  ισχύει:
αν+1= αν + 2     ή     αν+1 − αν = 2

Η ακολουθία αυτή (αν) λέγεται αριθμητική πρόοδος με πρώτο όρο το α1 = 1 και διαφορά 2.

— Στην ακολουθία  15, 10, 5, 0, −5, −10,... κάθε όρος (εκτός από τον πρώτο) προκύπτει από τον προη​γούμενό του με πρόσθεση του αριθμού −5. Δηλαδή για την ακολουθία αυτή (αν) ισχύει:

αν+1 = αν − 5     ή     αν+1 − αν = −5

Όπως και προηγουμένως, η ακολουθία αυτή (αν) λέγεται αριθμητική πρόοδος με πρώτο όρο το α1 = 15 και δια​φορά −5.

Γενικότερα ορίζουμε ότι:

Μια ακολουθία (αν) λέγεται αριθμητική πρόοδος, αν κάθε όρος της (εκτός από τον πρώτο) προκύπτει από τον προηγούμενό του με πρόσθεση του ίδιου πάντοτε αριθμού.

Τον αριθμό αυτό τον συμβολίζουμε με ω και τον λέμε διαφορά της αριθμητικής προόδου. 
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Επομένως, η ακολουθία (αν) είναι αριθμητική πρόοδος με διαφορά ω, αν και μόνο αν ισχύει:

Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) γνωρίζουμε τον πρώτο όρο της α1 και τη δια​φορά της ω, τότε ο  τύπος: 

αν+1 = αν + ω
μας επιτρέπει να βρούμε με διαδοχικά βήματα τον οποιονδήποτε όρο της.

Μπορούμε όμως να υπολογίσουμε κατευθείαν το νι-οστό όρο αν μιας αριθμητικής προόδου (αν) ως συνάρτηση των α1, ω και ν ως εξής: Από τον ορισμό της αριθμητικής προόδου έχουμε:

α1 = α1 

α2 = α1+ω 

α3 = α2+ω 

α4 = α3+ω

....................

αν-1= αν-2+ω 

αν = αν-1+ω

Προσθέτοντας κατά μέλη της ν αυτές ισότητες και εφαρμόζοντας την ιδιό​τητα της διαγραφής, βρίσκουμε:  αν = α1 + (ν−1)ω. Επομένως:
Ο νι-οστός όρος μιας αριθμητικής προόδου (αν) με πρώτο όρο α1 και διαφορά ω είναι:
αν = α1 + (ν-1)ω

Έτσι π.χ. στην αριθμητική πρόοδο (αν): 3, 5, 7, 9, ... η οποία έχει α1 = 3 και   ω = 5−3 = 2, ο νι-οστός όρος  της είναι: αν = 3+(ν−1) ( 2. Επομένως:

ο 20ος  όρος της είναι: α20 = 3+(20−1) ( 2 = 3+19 ( 2 = 41,

ο 100ος  όρος της είναι: α100 = 3+(100−1) (2 = 3+99(2 = 201 κ.τ.λ.

Αριθμητικός μέσος 
Αν πάρουμε τρεις διαδοχικούς όρους α, β, γ μιας αριθμητικής προόδου με διαφορά ω, τότε ισχύει:

β − α = ω  και  γ − β = ω,
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επομένως:  β − α = γ − β  ή   β + β = α + γ   ή  2β = α + γ  ή
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Αλλά και αντιστρόφως, αν για τρεις αριθμούς α, β, γ ισχύει:                 
τότε έχου​με:

2β = α + γ     ή     β + β = α + γ    ή     β − α = γ − β,

που σημαίνει ότι οι α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. Ο  β λέγε​ται αριθμητικός μέσος των α και γ.

Αποδείξαμε λοιπόν ότι:
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Τρεις αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και μόνο αν ισχύει : 


Άθροισμα ν διαδοχικών όρων αριθμητικής προόδου

Ας θεωρήσουμε την αριθμητική πρόοδο 1, 2, 3, 4,... και ας βρούμε το άθροι​σμα των 100 πρώτων όρων της:
S100 = 1+2+3 + . . . + 98+99+100

Αντί να προσθέσουμε τους αριθμούς αυτούς με τον συνήθη τρόπο, μπορούμε να βρούμε συντομότερα το άθροισμα τους ως εξής:

Γράφουμε δυο φορές το παραπάνω άθροισμα, αλλά με αντίθετη τη σειρά των προσθετέων και προσθέτουμε τις δυο ισότητες κατά μέλη:

S100 = 1+2+3 +...+ 98+99+100

S100 = 100+99+98 +...+ 3+2+1

2S100 = (1+100)+(2+99)+(3+98)+...+ +(98+3)+(99+2)+(100+1) 

ή  2S100 = 101 + 101 + 101 +...+ +101+101+101

ή   2S100 = 100(101,  

άρα: S100 = 
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Γενικά αποδεικνύεται ότι:
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Το άθροισμα των πρώτων ν όρων αριθμητικής προόδου (αν) με διαφορά ω είναι:


Επειδή αν = α1 + (ν−1)ω, ο τύπος αυτός μπορεί να πάρει τη μορφή:
Δίνουμε στη συνέχεια κάποια παραδείγματα εφαρμογής των παραπάνω:
Παράδειγμα 1

Να βρεθεί το άθροισμα 7+10+13 + ... + 157 

ΛΥΣΗ

Πρόκειται για το άθροισμα διαδοχικών όρων μιας αριθμητικής προόδου (αν) με α1 = 7, αν = 157 και διαφορά ω = 10 – 7 = 3. Για να το υπολογίσουμε, χρειαζόμαστε το πλήθος ν των προσθετέων. 

Από τον τύπο του νι-οστού  όρου: αν = α1+(ν−1)ω έχουμε:
157 = 7+(ν−1)3 ( 7+(ν−1)3 = 157 ( 
                         ( 7+3ν−3 = 157 (
                         ( 3ν = 153 (
                         ( ν = 51

Επομένως το ζητούμενο άθροισμα είναι:
Παράδειγμα 2
Πόσοι όροι της αριθμητικής προόδου  52, 47, 42,... έχουν άθροισμα ίσο με 90; 
ΛΥΣΗ 
Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 52, διαφορά ω=47−52=−5 και  Sν = 90.
Επειδή  
                           , έχουμε: 
90 = 
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[2∙52+(ν−1)(−5)] 
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 90 = 
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(104−5ν+5) 
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 90 = 
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(109−5ν) 
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180=109ν−5ν2  
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 5ν2 – 109ν + 180 = 0 .
Η τελευταία αυτή εξίσωση  έχει ως ρίζες τους αριθμούς: 
[image: image9.wmf]9
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  και  20.
Επειδή όμως ν ( Ν*, συμπεραίνουμε ότι ν = 20. Άρα 20 όροι της δοσμένης  αριθμητικής προόδου έχουν άθροισμα ίσο με 90.

Παράδειγμα 3
Ο 10ος όρος μιας αριθμητικής προόδου είναι ο 42 και ο 19ος όρος της είναι ο 87. Να υπολογισθεί το άθροισμα των πρώτων 100 όρων της προόδου αυτής.

ΛΥΣΗ
Αν συμβολίσουμε με (αν) την αριθμητική πρόοδο με διαφορά ω, τότε από τον τύπο: αν = α1+(ν−1)ω έχουμε:

42 = α1 + (10−1)ω 
[image: image10.wmf]Û

42 = α1 + 9ω και 
87 = α1+ (19−1)ω 
[image: image11.wmf]Û

 87 = α1 + 18ω. 
Επομέ​νως οι α1 και ω είναι οι λύσεις του συστήματος:
α1 + 9ω = 42     (1)
α1 + 18ω = 87   (2)
Αφαιρώντας την εξίσωση  (1)  από την εξίσωση  (2) έχουμε ότι: 
(α1 + 18ω) − (α1 + 9ω) = 87–42
[image: image12.wmf]Û

α1+18ω−α1−9ω=45
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9ω = 45
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ω = 5.
Θέτοντας στην (1) όπου ω=5 έχουμε ότι: α1+ 9∙5 = 42
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α1 + 45=42
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α1 =−3.
Επειδή   
                           , για το ζητούμενο άθροισμα S100 έχουμε ότι:

 S100 = 
[image: image17.wmf]100

2

[2∙(−3)+(100−1)∙5]=50(−6+99∙5)=50(−6+495)=50∙489 = 24450.
Ας δούμε τώρα κάποιες λυμένες ασκήσεις:
1)  

i) Να βρείτε τον  νι-οστό  όρο της αριθμητικής προόδου:  5,   2,   –1,   .  .  .

Λύση 
Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 5 και διαφορά ω = 2−5 = −3.
Άρα ο νι-οστός  της όρος είναι: 
αν =  α1 + (ν – 1) ω  =  5 + (ν – 1) (–3)  = 5 – 3ν  + 3  =  –3ν  + 8.
ii) Να βρείτε τον  νι-οστό  όρο της αριθμητικής προόδου    2,   
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Λύση
Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 2 και διαφορά 
ω = 
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−2  = 
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−
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 = 
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Άρα ο νι-οστός  της όρος είναι: 
αν =  α1 + (ν – 1) ω = 2 + (ν – 1) 
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 = 2 + 
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ν – 
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2) Να βρείτε τον ζητούμενο όρο σε καθεμιά από τις αριθμητικές προόδους  (αν):
i)  Τον α15 της αριθμητικής προόδου   –2,   3,   8, . .  . 

Λύση
Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = –2 και διαφορά ω = 8−3 = 5.

 Άρα ο α15 είναι:

α15= α1+ (15 – 1)ω  =  –2 + 14∙ 5  =  –2 + 70  = 68.
ii)  Tον α50 της αριθμητικής προόδου   1,  
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Λύση
Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 1 και διαφορά 
ω = 
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 Άρα ο α50 είναι:

α50= α1+ (50 – 1)ω  =  1 + 49∙ 
[image: image38.wmf]2
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  =  1 + 
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iii)  Tον α47 της αριθμητικής προόδου  
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Λύση
Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 
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 και διαφορά 
ω = 
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 Άρα ο α47 είναι:

α47= α1+ (47 – 1)ω  = 
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 + 46∙
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3)  Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) είναι α6 = 12  και α10 = 16,  να βρείτε τον  πρώτο της όρο α1  και τη διαφορά της ω.

Λύση
Σύμφωνα με τις υποθέσεις έχουμε ότι:
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4)  Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) είναι α5 = –5  και α15 = –2,  να βρείτε  τον 50ο  όρο α50 της προόδου. 
Λύση
Πρώτα, εργαζόμενοι όπως στην  ΑΣΚΗΣΗ 3, θα βρούμε τον  πρώτο της όρο α1  και τη διαφορά της ω. 
Σύμφωνα με τις υποθέσεις έχουμε ότι:
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Οπότε ο ζητούμενος όρος α50 της προόδου είναι:  
α50 = α1 + (50 – 1)ω  =  
[image: image96.wmf]62

-

10

 + 49∙ 
[image: image97.wmf]3

10

  =  
[image: image98.wmf]62

-

10

 + 
[image: image99.wmf]147

10

  =  
[image: image100.wmf]85

10

.
5)  Ποιος όρος της αριθμητικής προόδου (αν) με  α1 = 80  και  διαφορά ω = –3  ισούται με  –97;

Λύση
Έστω  αν  ο ζητούμενος όρος. Τότε έχουμε:
αν = – 97 
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 α1 + (ν – 1) ω  = – 97  
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 80 + (ν – 1) (–3) = – 97 
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80 – 3ν  + 3 = – 97  
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 –3ν = – 97 – 83  
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  –3ν = –180  
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 ν = 60

Επομένως, ο ζητούμενος όρος  είναι ο  α60 .
6)   Αν δύο αριθμοί διαφέρουν κατά  10  και ο αριθμητικός τους μέσος είναι ο  25,  να βρείτε τους δύο αυτούς αριθμούς.

Λύση
Έστω  x,  y  οι ζητούμενοι αριθμοί, όπου ο x είναι ο μεγαλύτερος.  Τότε, σύμφωνα με τις υποθέσεις θα έχουμε το σύστημα:
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Με τη βοήθεια τώρα των παραδειγμάτων και των λυμένων ασκήσεων ας προσπαθήσουμε να λύσουμε τις ακόλουθες ασκήσεις:
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1) Να βρείτε το νι-οστό όρο των αριθμητικών προόδων:

i)  7, 10, 13, ... ii)  11, 13, 15, ... iii)  -6, -9, -12, ...

2) Να βρείτε τον ζητούμενο όρο σε καθεμιά από τις αριθμητικές προόδους (αν):
i) Τον α20 της 11, 18, 25,... 

ii) Τον α30 της 4, 15, 26,...

iii) Τον α35 της 17, 25, 33,... 

3)

 i) Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) είναι α5 = 14  και α12 = 42,  να βρείτε τον  πρώτο της όρο α1  και τη διαφορά της ω.

ii) Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) είναι α3 = 20  και α7 = 32,  να βρείτε τον  πρώτο της όρο α1  και τη διαφορά της ω.
4) Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) είναι α7 = 55 και α22 = 145, να βρείτε τον  18o της όρο α18 . 
5) Ποιος όρος της αριθμητικής προόδου (αν) με α1 = 2 και ω = 5 ισούται με 97;

6)  

i) Να βρείτε τον αριθμητικό μέσο των 10 και -40.
ii) Να βρείτε για ποια τιμή του x ο αριθμητικός μέσος των 5x+1 και 11 είναι ο 3x-2.
Τις ερωτήσεις σας και τις λύσεις των ασκήσεων μπορείτε να τις στείλετε στο e-mail: tzanetatos@sch.gr

Να είστε καλά και να προσέχετε !!!

Ο καθηγητής σας της Άλγεβρας

Γεράσιμος  Τζανετάτος

*** Τόσο η θεωρία και τα παραδείγματα, όσο και οι λυμένες ασκήσεις και οι ασκήσεις για λύση προέρχονται από το σχολικό βιβλίο.
αν+1 = αν+ω





αν+1 − αν = ω





ή
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