Γεια σας και  πάλι  καλά  μου  παιδιά !!! 

Καταρχάς ελπίζω ότι και στη σημερινή μας επικοινωνία βρίσκω, εσάς και τις οικογένειές σας, καλά, δυνατούς και γεμάτος αισιοδοξία. 

Πάμε λοιπόν και πάλι δυναμικά στα «δικά μας» !!!

Ξεκινώντας το σημερινό μας μάθημα, ας δούμε τις λύσεις των ασκήσεων 1 έως και 6, τις οποίες είχαμε για λύση.

Όσοι από σας έχετε ασχοληθεί με τις ασκήσεις αυτές, να συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με τις λύσεις και, αν χρειάζεται, να κάνετε τις αναγκαίες διορθώσεις. Όσοι πάλι δεν μπορέσατε να ασχοληθείτε, να μελετήσετε τις λύσεις και στη συνέχεια να προσπαθήσετε και μόνοι σας να λύσετε τις ασκήσεις. Επίσης να σας θυμίσω ότι έχουμε για λύση και τις ασκήσεις 7 έως και 10 από το δεύτερό μας μάθημα. Είδα με ιδιαίτερη χαρά ότι κάποιοι από σας μου έχουν ήδη στείλει τις εργασίες τους επάνω στις ασκήσεις αυτές. Ασφαλώς περιμένω να πάρω και από τους υπόλοιπους τις προσπάθειές τους. Σε κάθε περίπτωση περιμένω ερωτήσεις και απορίες σας στο e-mail tzanetatos@sch.gr.
Είχαμε λοιπόν από το πρώτο μάθημα τις εξής ασκήσεις:
1) Να βρείτε το νι-οστό όρο των αριθμητικών προόδων:

i)  7, 10, 13, ... ii)  11, 13, 15, ... iii)  -6, -9, -12, ...

Λύση
i) Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 7 και διαφορά                 ω = 10−7 = 3.

Άρα ο νι-οστός  της όρος είναι: 

αν =  α1 + (ν – 1)ω  =  7 + (ν – 1)∙3  = 7 + 3ν  − 3  =  3ν  + 4.
ii) Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 11 και διαφορά                 ω = 13−11 = 2.

Άρα ο νι-οστός  της όρος είναι: 

αν =  α1 + (ν – 1)ω  =  11 + (ν – 1)∙2  = 11 + 2ν  − 2  =  2ν  + 9.
iii)  Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = −6 και διαφορά                 ω = −9−(−6) = −9 + 6 = −3.

Άρα ο νι-οστός  της όρος είναι: 

αν =  α1 + (ν – 1)ω  = −6 + (ν – 1)∙(−3) = −6 − 3ν  + 3  =  −3ν – 3.
2) Να βρείτε τον ζητούμενο όρο σε καθεμιά από τις αριθμητικές προόδους (αν):

i) Τον α20 της 11, 18, 25,... 
ii) Τον α30 της 4, 15, 26,...

iii) Τον α35 της 17, 25, 33,... 

Λύση
i) Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 11 και διαφορά                ω = 18−11 = 7.

 Άρα ο α20 είναι:

α20= α1+ (20 – 1)ω  =  11 + 19∙ 7  =  11 + 133  = 144.
ii) Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 4 και διαφορά                  ω = 15−4 = 11.

 Άρα ο α30 είναι:

α30= α1+ (30 – 1)ω  =  4 + 29∙ 11  =  4 + 319  = 323

iii) Πρόκειται για την αριθμητική πρόοδο (αν) με α1 = 17 και διαφορά               ω = 25−17 = 8.

 Άρα ο α35 είναι:

α35= α1+ (35 – 1)ω  =  17 + 34∙ 8  =  17 + 272  = 289.

3)

 i) Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) είναι α5 = 14  και α12 = 42,  να βρείτε τον  πρώτο της όρο α1  και τη διαφορά της ω.

ii) Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) είναι α3 = 20  και α7 = 32,  να βρείτε τον  πρώτο της όρο α1  και τη διαφορά της ω.
Λύση
i) Σύμφωνα με τις υποθέσεις έχουμε ότι:
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ii) 
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iii) Σύμφωνα με τις υποθέσεις έχουμε ότι:  
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4) Αν σε μια αριθμητική πρόοδο (αν) είναι α7 = 55 και α22 = 145, να βρείτε τον  18o της όρο α18 . 
Λύση
Πρώτα, εργαζόμενοι όπως στην  ΑΣΚΗΣΗ 3, θα βρούμε τον  πρώτο της όρο α1  και τη διαφορά της ω. 
Σύμφωνα με τις υποθέσεις έχουμε ότι:
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Οπότε ο ζητούμενος όρος α18 της προόδου είναι:  
α18 = α1 + (18 – 1)ω  =  19 + 17∙ 6  =  19 + 102  =  121.
5) Ποιος όρος της αριθμητικής προόδου (αν) με α1 = 2 και ω = 5 ισούται με 97;

Λύση
Έστω  αν  ο ζητούμενος όρος. Τότε έχουμε:

αν = 97 
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 α1 + (ν – 1)ω = 97  
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 2 + (ν – 1)∙5 = 97 
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2 + 5ν  – 5 = 97 
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5ν = 97 – 2 + 5  
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 5ν = 100 
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 ν = 20

Επομένως, ο ζητούμενος όρος  είναι ο  α20 .
6)  

i) Να βρείτε τον αριθμητικό μέσο των 10 και -40.
ii) Να βρείτε για ποια τιμή του x ο αριθμητικός μέσος των 5x+1 και 11 είναι ο 3x-2.
Λύση
i) Σύμφωνα με τη θεωρία, ο αριθμητικός μέσος των 10 και -40 είναι ίσος με:
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ii) Σύμφωνα με τη θεωρία, o αριθμητικός μέσος των 5x+1 και 11 είναι ίσος με:
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Οπότε, σύμφωνα με την υπόθεση, πρέπει να ισχύει: 
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5x + 12 = 2∙(3x−2) 
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5x + 12 = 6x – 4 
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5x – 6x = –4 – 12 
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–x = –16 
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x = 16.
Τι θα λέγατε τώρα να …«γνωρίσουμε» και μια ακόμη πρόοδο εκτός από την αριθμητική;  Θα μιλήσουμε λοιπόν για την έννοια της γεωμετρικής προόδου.
Καταρχάς θα δούμε μαζί τα βασικά σημεία της θεωρίας της γεωμετρικής προόδου:
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— Στην ακολουθία 3, 6, 12, 24, ... κάθε όρος της (εκτός από τον πρώτο) προκύπτει από τον προηγούμενό του με πολλαπλασιασμό επί 2. Δηλαδή για την ακολουθία αυ​τή (αν)  ισχύει:
                            αν+1 = αν ( 2      ή    

Η ακολουθία αυτή (αν) λέγεται γεωμετρική πρόοδος με πρώτο όρο το α1 = 3 και με λόγο 2.

— Στην ακολουθία 27, -9, 3, -1, ... κάθε όρος της (εκτός από τον πρώτο) 
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προκύπτει από τον προηγού​μενο του με πολλαπλασιασμό επί       . Δηλαδή για την ακολουθία αυ​τή (αν)  ισχύει:
[image: image139.emf]Math Composer 1.1.5

http://www.mathcomposer.com

- 

1

3


[image: image140.emf]Math Composer 1.1.5

http://www.mathcomposer.com

α

ν+1

 

= α

ν













- 

1

3

  ή 

α

ν+1

α

ν

 

= - 

1

3

Όπως και προηγουμένως, η ακολουθία αυτή (αν) λέγεται γεωμετρική πρόοδος  με πρώτο όρο το α1 = 27 και με λόγο       .      

Γενικότερα ορίζουμε ότι:

Μια ακολουθία (αν) λέγεται γεωμετρική πρόοδος, αν κάθε όρος της (εκτός από τον πρώτο) προκύπτει από τον προηγούμενό του με πολλαπλασιασμό επί τον ίδιο πάντοτε μη μη​δενικό αριθμό.

Τον αριθμό αυτό τον συμβολίζουμε με λ και τον λέμε λόγο της γεωμετρικής προόδου.

Σε μια γεωμετρική πρόοδο (αν) υποθέτουμε πάντα ότι α1 ≠ 0, οπότε, αφού είναι και λ ≠ 0, ισχύει αν ≠ 0 για κάθε ν ( Ν*. 
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Επομένως  η ακολουθία (αν) είναι γεωμετρική πρόοδος με λόγο λ, αν και μόνο αν ισχύει:
αν+1= αν(λ            ή

Αν σε μια γεωμετρική πρόοδο (αν) γνωρίζουμε τον πρώτο όρο της α1 και το λόγο της λ, τότε ο τύπος της :αν+1 = αν(λ μας επιτρέπει να βρούμε με διαδοχικά βήματα τον οποιονδήποτε όρο της. 
Μπορούμε όμως να υπολογίσουμε κατευθείαν το νι-οστό όρο αν μιας γεωμετρικής προόδου (αν) ως συνάρτηση των α1, λ και ν ως εξής:

Από τον ορισμό της γεωμετρικής προόδου έχουμε:

α1 = α1
α2 = α1λ

α3 = α2λ

...................

αν-1 = αν-2λ

αν = αν-1λ

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις ν αυτές ισότητες και εφαρμόζοντας την ιδιό​τητα της διαγραφής, βρίσκουμε:   αν = α1λν-1

Επομένως:
Ο νι-οστός όρος αν μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με πρώτο όρο α1 και λόγο λ είναι:
αν = α1 ( λν-1
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Έτσι π.χ. στη γεωμετρική πρόοδο (αν)  3, -6, 12, -24,... η οποία έχει α1 = 3 

και  λόγο                    , ο νι-οστός όρος της είναι: αν = 3 ( (-2)ν-1. 
Επομένως: 
ο πέμπτος όρος της είναι: α5 = 3( (-2)5-1 = 3( (-2)4 = 3(16 = 48, 
ο δέκατος όρος της είναι: α10 = 3 ( (-2)10-1 = 3 ( (-2)9 = 3((-512) = -1536  κ.τ.λ.

Γεωμετρικός μέσος
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Αν πάρουμε τρεις διαδοχικούς όρους α, β, γ μιας γεωμετρικής προόδου με λόγο λ, τότε ισχύει:

                                                     και                      ,  επομένως:
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Αλλά και αντιστρόφως, αν για τρεις αριθμούς α, β, γ ≠ 0 ισχύει 
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β2 = αγ, τότε έχουμε:
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που σημαίνει ότι οι α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι μιας γεωμετρι​κής προόδου. 
Ο θετικός αριθμός            λέγεται γεωμετρικός μέσος των α και γ.

Αποδείξαμε λοιπόν ότι:

Τρεις μη μηδενικοί αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, αν και μόνο αν ισχύει: 

β2 = αγ

Άθροισμα ν διαδοχικών όρων γεωμετρικής προόδου

Ας θεωρήσουμε τη γεωμετρική πρόοδο (αν) 1, 3, 9, 27, ... στην οποία είναι α1 = 1 και λ = 3, και ας βρούμε το άθροισμα S7 των 7 πρώτων όρων της. 

Έχουμε:
S7 = 1+3+9+27+81+243+729 (1)

Αντί να προσθέσουμε τους αριθμούς αυτούς με τον συνήθη τρόπο, μπορούμε να βρούμε συντομότερα το άθροισμα τους ως εξής: Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της (1) με τον λόγο λ=3 και έχουμε:
3S7 = 3+9+27+81+243+729+2187 (2)

Αφαιρούμε από τα μέλη της (2) τα μέλη της (1) και έχουμε:

3S7-S7 = 2187-1

2S7 = 2186

S7 = 1093
Γενικά αποδεικνύεται ότι:
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αγ

Το άθροισμα των πρώτων ν όρων μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με λόγο λ ≠ 1 είναι :
Παρατήρηση:  Στην περίπτωση που ο λόγος της γεωμετρικής προόδου (αν) είναι λ=1, τότε το άθροισμα των όρων της είναι Sν = ν ( α1, αφού όλοι οι όροι της προόδου είναι ίσοι με α1.

Δίνουμε στη συνέχεια κάποια παραδείγματα εφαρμογής των παραπάνω:

Παράδειγμα 1
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Να βρεθεί ο νι-οστός όρος μιας γεωμετρικής προόδου (αν) της οποίας 

ο 4ος  όρος είναι        και ο 9ος  όρος είναι
ΛΥΣΗ
Έστω α1 ο πρώτος όρος της γεωμετρικής προόδου και λ ο λόγος της. Τότε έχουμε:

α4 = 
[image: image81.wmf]3

4

 
[image: image82.wmf]Þ

 α1λ4-1 = 
[image: image83.wmf]3

4

 
[image: image84.wmf]Þ

 α1λ3 = 
[image: image85.wmf]3

4

    (1)    και  

α9 = 
[image: image86.wmf]-

3

128

 
[image: image87.wmf]Þ

 α1λ9-1 = 
[image: image88.wmf]-

3

128

 
[image: image89.wmf]Þ

 α1λ8= 
[image: image90.wmf]-

3

128

  (2)
Διαιρώντας τις  (2) και (1)  κατά μέλη έχουμε:
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 λ = − 
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Αντικαθιστούμε την τιμή αυτή του λ στην (1) και έχουμε:
α1
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 α1 = −6.
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Αφού λοιπόν βρήκαμε ότι α1 = −6  και  λ = −
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, ο νι-οστός όρος της γεωμετρικής προόδου (αν), σύμφωνα με τον τύπο: αν = α1λν-1 , είναι: 

Παράδειγμα 2
Να υπολογιστεί το άθροισμα:   
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ΛΥΣΗ
Πρόκειται για το άθροισμα ν διαδοχικών όρων μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με α1 = 1, αν = 
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 και λόγο λ = 
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. 
Για να εφαρμόσουμε τον τύπο:  Sν = 
[image: image119.wmf]×
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α
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, χρειαζόμαστε το πλήθος ν των προσθετέων.
Από τον τύπο του νι-οστού  όρου αν = α1λν-1  έχουμε:  
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Άρα από τον τύπο Sν = 
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 για ν = 9 έχουμε ότι το ζητούμενο άθροισμα είναι:
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Κλείνοντας λοιπόν την παρουσίαση της γεωμετρικής προόδου, περιμένω από σας να μελετήσετε με προσοχή τα παραπάνω, ώστε από το επόμενο μάθημα να προχωρήσουμε μαζί στην επίλυση Ασκήσεων.
… και κατά τα γνωστά, τις ερωτήσεις σας και τις λύσεις των Ασκήσεων από τις αριθμητικές προόδους μπορείτε να τις στείλετε στο e-mail: tzanetatos@sch.gr

Να είστε καλά και να προσέχετε !!!

Ο καθηγητής σας της Άλγεβρας

Γεράσιμος  Τζανετάτος
*** H θεωρία και τα παραδείγματα της γεωμετρικής προόδου προέρχονται από το σχολικό βιβλίο.
(
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