Γεια σας και  πάλι  καλά  μου  παιδιά !!! 

Καταρχάς ελπίζω ότι και στη σημερινή μας επικοινωνία βρίσκω, εσάς και τις οικογένειές σας, καλά, δυνατούς και γεμάτος αισιοδοξία. 

Πάμε λοιπόν και πάλι δυναμικά στα «δικά μας» !!!
Ξεκινώντας το σημερινό μας μάθημα, ας δούμε υποδείξεις για τις λύσεις των Ασκήσεων 1 και 2, τις οποίες είχαμε για λύση.
Όσοι από σας έχετε ασχοληθεί με τις Ασκήσεις αυτές, να συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με τις υποδείξεις και, αν χρειάζεται, να κάνετε τις αναγκαίες διορθώσεις. Όσοι πάλι δεν μπορέσατε να ασχοληθείτε, να μελετήσετε τις υποδείξεις και να προσπαθήσετε και μόνοι σας να τις λύσετε. Επίσης να σας θυμίσω ότι έχουμε για λύση και τις Ασκήσεις 3 και 4 από το δεύτερό μας μάθημα. Είδα με ιδιαίτερη χαρά ότι κάποιοι από σας μου έχουν ήδη στείλει τις εργασίες τους επάνω στις ασκήσεις αυτές. Ασφαλώς περιμένω να πάρω και από τους υπόλοιπους τις προσπάθειές τους. Σε κάθε περίπτωση περιμένω ερωτήσεις και απορίες σας στο e-mail tzanetatos@sch.gr.
Είχαμε λοιπόν από το πρώτο μάθημα τις εξής ασκήσεις:
[image: image1.wmf]Û

1. Να λυθούν  οι  εξισώσεις:
i)  
Υπόδειξη
Η εξίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύουν: 
[image: image86.jpg]


(x ≥ 0  για να ορίζεται η ρίζα και x ≤ 0 γιατί το δεύτερο μέλος πρέπει να είναι ≥ 0), Άρα η εξίσωση ορίζεται μόνο για x = 0, το οποίο είναι και ρίζα της.
ii)
Υπόδειξη
Η εξίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύει: 3x – 2 ≥ 0 
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3x ≥ 2 
[image: image2.wmf]Û

x ≥ 2/3.
Με τον περιορισμό αυτό, υψώνοντας τα δύο μέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο, προκύ​πτει η εξίσωση: 
3x – 2 = 16 
[image: image3.wmf]Û

3x = 18 
[image: image4.wmf]Û

x = 6, τιμή που είναι δεκτή ως ρίζα της αρχικής, αφού ικανοποιεί τον περιορισμό x ≥ 2/3.

[image: image87.jpg]


iii) 

Υπόδειξη
Η εξίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύει: 5x – 1 ≥ 0 
[image: image5.wmf]Û

5x ≥ 1 
[image: image6.wmf]Û

x ≥ 1/5 και προφανώς είναι αδύνατη, αφού το πρώτο της μέλος είναι μη αρνητικό, ενώ το δεύτερο αρνητικό.
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iv)

Υπόδειξη
Η εξίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύουν:  
(x + 3 ≥ 0 
[image: image7.wmf]Û

x ≥ −3 και x + 1 ≥ 0 
[image: image8.wmf]Û

 x ≥ −1), δηλαδή για τα x ( r  με x ≥ −1.

Με τον περιορισμό αυτό, υψώνοντας τα δύο μέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο, προκύ​πτει η εξίσωση: 

[image: image9.wmf](
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x+3

= (x + 1)2 , η οποία γράφεται: x + 3 = x2 + 2x + 1 ή ισοδύναμα: 
x2 + x −2 = 0. 

Η τελευταία αυτή εξίσωση έχει ως ρίζες τις x1 = 1 και x2 = −2.

Από τις τιμές αυτές δεκτή ως ρίζα της αρχικής είναι μόνο η x = 1, αφού σύμφωνα με τον παραπάνω περιορισμό πρέπει x ≥ −1.
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v)
Υπόδειξη
Η εξίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύουν:  
(x + 3 ≥ 0 
[image: image10.wmf]Û

x ≥ −3 και 10 − x ≥ 0 
[image: image11.wmf]Û

 x ≤ 10), δηλαδή για τα x ( r  με −3 ≤ x ≤ 10.

Με τον περιορισμό αυτό, υψώνοντας τα δύο μέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο, προκύ​πτει η εξίσωση: 

[image: image12.wmf](
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10-x1

+

, η οποία γράφεται: 
x + 3 = 10 − x + 1 + 2
[image: image14.wmf]10-x

 ή  x + 3 − 10 + x − 1 = 2
[image: image15.wmf]10-x

  ή  2x – 8 = 2
[image: image16.wmf]10-x

  ή  2(x– 4) = 2
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 ή  
[image: image18.wmf]10-x

 = x– 4.
Με τον  επιπλέον τώρα περιορισμό: x – 4 ≥ 0 
[image: image19.wmf]Û

x ≥ 4 ,  η εξίσωση αυτή γράφεται:
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 (υψώνουμε τα δύο μέλη στο τετράγωνο), 

η οποία ισοδύναμα γράφεται:

10 − x = x2 − 8x + 16  ή   x2 − 7x + 6 = 0.

Η τελευταία αυτή εξίσωση έχει ως ρίζες τις x1 = 6 και x2 = 1.

Από τις τιμές αυτές δεκτή ως ρίζα της αρχικής είναι μόνο η x = 6, αφού σύμφωνα με τους παραπάνω περιορισμούς πρέπει: 
(−3 ≤ x ≤ 10  και  x ≥ 4), δηλαδή πρέπει:  4 ≤ x ≤ 10.  
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vi)
Υπόδειξη 

Η εξίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύουν:  
(x ≥ 0   και  x − 20 ≥ 0 
[image: image21.wmf]Û

x ≥ 20), δηλαδή για τα x ( r  με x ≥ 20.

Με τον περιορισμό αυτό, υψώνοντας τα δύο μέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο, προκύ​πτει η εξίσωση: 

[image: image22.wmf](
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+

= 102, η οποία γράφεται: 
x + x – 20 + 2
[image: image23.wmf]xx-20

×

 = 100  ή  2
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 = 100 – 2x + 20  ή  
2
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 =  120 – 2x   ή  2
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×

 = 2(60 – x)   ή  
[image: image27.wmf]xx-20

×

 = 60 – x.
Με τον  επιπλέον τώρα περιορισμό: 60 – x ≥ 0 
[image: image28.wmf]Û

x ≤ 60 ,  η εξίσωση αυτή γράφεται:
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×

 = (60 – x)2 (υψώνουμε τα δύο μέλη στο τετράγωνο), 

η οποία ισοδύναμα γράφεται:

 x(x − 20) = 602 − 2∙60∙x + x2   ή   x2 − 20∙x = 3600 − 120∙x + x2  ή   −20∙x + 120∙x = 3600
ή  100∙x = 3600  
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x = 36, τιμή που είναι δεκτή ως ρίζα της αρχικής, αφού 
σύμφωνα με τους παραπάνω περιορισμούς πρέπει: 
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(x ≥ 20  και  x ≤ 60), δηλαδή πρέπει:  20 ≤ x ≤ 60.  
vii)
Υπόδειξη 

Η εξίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύουν:  
(x ≥ 0   και  x + 1 ≥ 0 
[image: image31.wmf]Û

x ≥ −1), δηλαδή για τα x ( r  με x ≥ 0.

Με τον περιορισμό αυτό, υψώνοντας τα δύο μέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο, προκύ​πτει η εξίσωση:  
1 + 2
[image: image32.wmf]x

= x + 1 
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−x + 2
[image: image34.wmf]x

 = 0 
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 = 0 
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[image: image39.wmf]x
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+ 2) = 0  
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(
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 = 0 
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x = 0, τιμή που είναι δεκτή ως ρίζα της αρχικής αφού ικανοποιεί τον περιορισμό x ≥ 0    ή  
 −
[image: image44.wmf]x

+ 2 = 0 
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−
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 = −2 
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 = 2 
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x = 4, τιμή που επίσης είναι δεκτή ως ρίζα της αρχικής αφού ικανοποιεί και αυτή τον περιορισμό x ≥ 0).
2. Να λυθούν οι  ανισώσεις:
i)  
[image: image50.wmf]2x+3<1-3x


Υπόδειξη 

Η ανίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύουν:  
(2x + 3 ≥ 0 
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2x ≥ −3 
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x ≥ 
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2

-

   και  1 −3x ≥ 0 
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−3x ≥ −1 
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x ≤ 
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Με τον περιορισμό αυτό, υψώνοντας τα δύο μέλη της ανίσωσης στο τετράγωνο, προκύ​πτει η ανίσωση:  

2x + 3 < 1 −3x ≥ 0 
[image: image59.wmf]Û

2x + 3x < 1 – 3 
[image: image60.wmf]Û

5x <  –2, η οποία έχει ως λύσεις τα x ( r  με x < 
[image: image61.wmf]2
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Για να βρούμε τώρα τις λύσεις της αρχικής ανίσωσης, συναληθεύουμε τις:  x < 
[image: image62.wmf]2
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Άρα οι λύσεις της αρχικής ανίσωσης είναι τα x ( r  με 
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ii)  
[image: image67.wmf]--
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Υπόδειξη 

Η ανίσωση ορίζεται για  τα x ( r για τα οποία ισχύει:  x − 3 ≥ 0 
[image: image68.wmf]Û

x ≥ 3.
Διακρίνουμε τώρα τις περιπτώσεις:

1η περίπτωση:  x – 5 < 0 
[image: image69.wmf]Û

x < 5. 
Τότε η ανίσωση έχει ως λύσεις τα x ( r με  x ≥ 3 και x < 5, διότι το πρώτο της μέλος είναι μη αρνητικό ενώ το δεύτερο αρνητικό.

Άρα, αν  x < 5, οι λύσεις της ανίσωσης είναι τα x ( r με 3 ≤ x < 5.
2η περίπτωση:  x − 5 ≥ 0 
[image: image70.wmf]Û

x ≥ 5.

Τότε υψώνοντας τα δύο μέλη της ανίσωσης στο τετράγωνο, προκύ​πτει η ανίσωση:  
x – 3 > (x − 5)2 
[image: image71.wmf]Û

 x – 3 > x2 − 2∙5x + 52 
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 x – 3 > x2 − 10x + 25 
[image: image73.wmf]Û

 

0 > x2 − 10x + 25 – x + 3 
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 0 > x2 − 11x + 28 
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 x2 − 11x + 28 < 0.

To x2 − 11x + 28 είναι δευτεροβάθμιο τριώνυμο ως προς x με ρίζες 7 και 4, οπότε σύμφωνα με τη θεωρία για το πρόσημο του τριωνύμου (από την Α’ Λυκείου) ισχύει: x2 − 11x + 28 < 0 
[image: image76.wmf]Û

4 < x < 7.
Συνεπώς οι λύσεις της ανίσωσης x2 − 11x + 28 < 0 είναι τα x ( r  με 4 < x < 7.
Για να βρούμε τώρα τις λύσεις της αρχικής ανίσωσης, συναληθεύουμε την                 4 < x < 7 με τις συνθήκες x ≥ 3 και x ≥ 5, δηλαδή με τη συνθήκη x ≥ 5.
Άρα, αν  x ≥ 5, οι λύσεις της αρχικής ανίσωσης είναι τα x ( r  με 5 ≤ x < 7.
Τι θα λέγατε τώρα να προσπαθήσουμε μαζί να δούμε το 5ο Κεφάλαιο του βιβλίου μας, που αναφέρεται στην Εκθετική και Λογαριθμική συνάρτηση.

Ξεκινάμε λοιπόν με την έννοια της εκθετικής συνάρτησης:
Είναι γνωστή από το Γυμνάσιο η έννοια της δύναμης αριθμού με εκθέτη α​κέραιο. Συγκεκριμένα, αν ο α είναι πραγματικός αριθμός και ο ν φυσικός, έχουμε ορίσει ότι:

[image: image92.jpg]


αν =  α ( α ( α  . . .  α     ,    για ν > 1  και  
                                                  ν παράγοντες 
    α1 = α,  για ν = 1
Αν επιπλέον είναι α ≠ 0, τότε έχουμε ορίσει ότι:

                                                    α0 = 1      και      α−ν = 
[image: image77.wmf]ν
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Ενώ είναι φανερό ότι, αν α = β, τότε αν = βν, δεν ισχύει το αντίστροφο, α​φού για παράδειγμα είναι: (-2)2 = 22, αλλά -2 ≠ 2. 
Στη συνέχεια, στην Α’ Λυκείου, γνωρίσαμε την  έννοια της δύναμης μη αρνητικού αριθμού με εκθέτη ρητό αριθμό.
Συγκεκριμένα αν  αν α > 0, μ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε έχουμε ορίσει:
[image: image93.jpg]
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Επιπλέον, αν μ, ν θετικοί ακέραιοι, τότε έχουμε ορίσει:               

Αποδεικνύεται τώρα ότι αν α > 0 και x άρρητος αριθμός, τότε ορίζεται το σύμβολο:  αx ,

το οποίο λέγεται δύναμη του α με εκθέτη το x .
Σύμφωνα λοιπόν με τα παραπάνω, αν  α > 0 και x πραγματικός αριθμός, τότε ορίζεται το σύμβολο: 

αx ,

το οποίο λέγεται δύναμη του θετικού αριθμού α με εκθέτη τον πραγματικό αριθμό x.

Επιπλέον για κάθε x > 0, ορίζουμε:   0x = 0.
Οι βασικές ιδιότητες των δυνάμεων, γνωστές από την Α’ Λυκείου, αποδεικνύεται ότι ισχύουν και για δυνάμεις θετικών αριθμών με εκθέτη πραγματικό αριθμό.

Συγκεκριμένα, αν α, β θετικοί πραγματικοί αριθμοί και x, x1, x2 ( r, τότε:
αx1∙ αx2 = αx1+ x2                 αx1: αx2 = αx1− x2
(αx1)x2 = αx1∙ x2
(α∙β)x = αx∙ βx           
[image: image78.wmf]æö

ç÷

èø

x

x

x

=

αα

ββ


Έστω τώρα α θετικός αριθμός. Σύμφωνα με τα παραπάνω, για κάθε x ( r ορίζεται η δύναμη αx. Επομένως αντιστοιχίζοντας κάθε  x ( r στη δύναμη αx, ορίζουμε τη συνάρτηση:

f: r → r    με   f(x) = αx,
η οποία, στην περίπτωση που είναι α ≠ 1, λέγεται εκθετική συνάρτηση με βάση α.

Αν είναι α = 1, τότε έχουμε τη σταθερή συνάρτηση f(x) = 1.
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5x-1= -4
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και  έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:
· Έχει πεδίο ορισμού το r
· Έχει σύνολο τιμών το διάστημα (0, +∞) των θετικών πραγματικών αριθμών, δηλαδή η γραφική της παράσταση βρίσκεται επάνω από τον άξονα των x
· Είναι γνησίως αύξουσα στο r, δηλαδή για κάθε x1, x2 ( r  ισχύει:
αν  x1 < x2 , τότε  αx1 < αx2
· [image: image98.emf]Math Composer 1.1.5
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x +  x-20 = 10

Η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα των y στο σημείο Α(0, 1) και έχει ασύμπτωτη τον αρνητικό ημιάξονα των x, δηλαδή καθώς το x ελαττώνεται «πηγαίνοντας» προς το −∞ η γραφική της παράσταση «πλησιάζει» τον αρνητικό ημιάξονα των x.
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1 + 2 x =  x+1
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Σχόλιο

Από τη μονοτονία της εκθετικής συνάρτησης f(x) = αx , όπου α > 0 και α ≠ 1 προκύπτει ότι:  αν  x1  ≠ x2 , τότε  αx1 ≠ αx2  ,
οπότε, με απαγωγή σε άτοπο, έχουμε ότι:  αν  αx1 = αx2  ,  τότε   x1 = x2 .

Επομένως ισχύει η ισοδυναμία:  αx1 = αx2   
[image: image80.wmf]Û

 x1 = x2 .
Η ιδιότητα αυτή είναι ιδιαίτερα χρήσιμη για την επίλυση εξισώσεων, όπου ο άγνωστος εμφανίζεται στον εκθέτη. Οι εξισώσεις αυτές λέγονται εκθετικές εξισώσεις.

Αντίστοιχα οι ανισώσεις, όπου ο άγνωστος εμφανίζεται στον εκθέτη, λέγονται εκθετικές ανισώσεις και η επίλυσή τους βασίζεται στη μονοτονία της αντίστοιχης εκθετικής συνάρτησης:

· Αν     α > 1,    τότε:  αx1 < αx2  
[image: image81.wmf]Û

 x1 < x2 ,αφού η f(x)=αx  είναι γνησίως αύξουσα

· Αν  0 <α< 1, τότε:  αx1 < αx2  
[image: image82.wmf]Û

 x1 > x2 ,αφού η f(x)=αx είναι γνησίως φθίνουσα

    [image: image83.jpg]v




Ο αριθμός e
Θεωρούμε την παράσταση:  
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Καθώς  το  ν αυξάνει, αυξάνουν και οι τιμές της παράστασης 
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και για «αρκετά μεγάλες» τιμές του ν (από 1000 και πάνω) προσεγγίζουν έναν συγκεκριμένο πραγματικό αριθμό, ο οποίος είναι άρρητος. Ο αριθμός αυτός συμβολίζεται με  e και με προσέγγιση πέντε δεκαδικών ψηφίων είναι ίσος με e = 2,71828.
Η εκθετική συνάρτηση με βάση το  e  είναι η f(x) = ex, η οποία ονομάζεται απλώς εκθετική και έχει τις ιδιότητες της εκθετικής συνάρτησης με βάση > 1. 

Ο νόμος της εκθετικής μεταβολής
Μία ειδική εκθετική συνάρτηση με βάση το e είναι η:

Q(t) = Q0∙ect
Αυτή εκφράζει ένα φυσικό μέγεθος Q που μεταβάλλεται με τον χρόνο t. To Q0 είναι η αρχική τιμή του Q (για t = 0) και είναι Q0 > 0, ενώ το c είναι μία σταθερά που εξαρτάται κάθε φορά από τη συγκεκριμένη εφαρμογή.

Η συνάρτηση αυτή είναι γνωστή ως νόμος της εκθετικής μεταβολής.

Αν c > 0 η συνάρτηση Q είναι γνησίως αύξουσα και εκφράζει τον νόμο της εκθετικής αύξησης, ενώ αν c < 0 η συνάρτηση Q είναι γνησίως φθίνουσα και εκφράζει τον νόμο της εκθετικής απόσβεσης.
Κλείνοντας λοιπόν την παρουσίαση της εκθετικής  συνάρτησης, περιμένω από σας να μελετήσετε τα παραπάνω και επίσης να διαβάσετε  με προσοχή από το σχολικό βιβλίο τα Παραδείγματα 1ο , 2ο και 3ο σελ. 166-167, ώστε από το επόμενο μάθημα να προχωρήσουμε μαζί στην επίλυση Ασκήσεων.
… και κατά τα γνωστά, τις ερωτήσεις σας και τις λύσεις των Ασκήσεων από τις άρρητες εξισώσεις μπορείτε να τις στείλετε στο e-mail: tzanetatos@sch.gr

Να είστε καλά και να προσέχετε !!!

Ο καθηγητής σας της  Άλγεβρας
Γεράσιμος   Τζανετάτος
*** Οι γραφικές παραστάσεις στην παρουσίαση της θεωρίας της εκθετικής συνάρτησης και ο νόμος της εκθετικής μεταβολής προέρχονται από το σχολικό βιβλίο. 
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Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = 2x  και  γενικότερα  της συνάρτησης  f(x) = αx  , όπου α > 1, είναι η εξής: 





Η γραφική τώρα παράσταση της συνάρτησης f(x) = � EMBED Equation.DSMT4  ���και  γενικότερα  της    f(x) = αx , όπου 0 < α < 1, είναι η εξής και έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 





Έχει πεδίο ορισμού το r


Έχει σύνολο τιμών το διάστημα (0, +∞) των θετικών πραγματικών αριθμών, δηλαδή η γραφική της παράσταση βρίσκεται επάνω από τον άξονα των x


Είναι γνησίως φθίνουσα στο r, δηλαδή για κάθε x1, x2 ( r  ισχύει:


αν  x1 < x2 , τότε  αx1 > αx2


Η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα των y στο σημείο Α(0, 1) και έχει ασύμπτωτη τον θετικό ημιάξονα των x, δηλαδή καθώς το x αυξάνεται «πηγαίνοντας» προς το +∞ η γραφική της παράσταση «πλησιάζει» τον θετικό ημιάξονα των x.





Παρατήρηση


Για τις συναρτήσεις f(x) = 2x  και  g(x) = � EMBED Equation.DSMT4  ���παρατηρούμε


ότι  για κάθε  x ( r ισχύει:


g(x) = � EMBED Equation.DSMT4  ���= � EMBED Equation.DSMT4  ���= 2−x = f(−x)


Αυτό σημαίνει ότι οι γραφικές τους παραστάσεις είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα των y.
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