Γεια σας και  χαρά σας  καλά  μου  παιδιά !!! 

Καταρχάς ελπίζω ότι και στη σημερινή μας επικοινωνία βρίσκω, εσάς και τις οικογένειές σας, καλά, δυνατούς και γεμάτος αισιοδοξία. 

Παρόλο που οι . . . διακοπές συνεχίζονται – και εύχομαι να περνάτε καλά - όπως βλέπετε εξακολουθώ να σας σκέφτομαι. Πάμε λοιπόν και πάλι, πιστεύω με πολλή «όρεξη» από την πλευρά σας, στα «δικά μας» !!!

Ξεκινώντας το σημερινό μας μάθημα, ας κλείσουμε την παράγραφο των γεωμετρικών προόδων βλέποντας τις λύσεις των ασκήσεων 6, 7 και 8, τις οποίες είχαμε για λύση από το προηγούμενο μάθημα.

Όσοι από σας έχετε ασχοληθεί με τις ασκήσεις αυτές, να συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με τις λύσεις και, αν χρειάζεται, να κάνετε τις αναγκαίες διορθώσεις. Όσοι πάλι δεν μπορέσατε να ασχοληθείτε, να μελετήσετε τις λύσεις και στη συνέχεια να προσπαθήσετε και μόνοι σας να λύσετε τις ασκήσεις. Σε κάθε περίπτωση περιμένω ερωτήσεις και απορίες σας στο        e-mail tzanetatos@sch.gr.
Είχαμε λοιπόν από το προηγούμενο μάθημα τις εξής ασκήσεις:
6) Να βρείτε τον πρώτο όρο της γεωμετρικής προόδου: 4, 8, 16, . . ., που είναι μεγαλύτερος του 2000.
Λύση
Πρόκειται για τη γεωμετρική πρόοδο (αν)  με α1 = 4  και λόγο  λ = 8:4 = 2.
Ας υποθέσουμε ότι ο πρώτος όρος της γεωμετρικής αυτής προόδου, που είναι μεγαλύτερος του 2000, είναι ο αν. Τότε ισχύει:
αν > 2000 
[image: image251.png]


α1∙λν-1 > 2000 
[image: image2.wmf]Þ

 4∙2ν−1 > 2000 
[image: image3.wmf]Þ

 22∙2ν−1 > 2000 
[image: image4.wmf]Þ

 
22+ν−1 > 2000 
[image: image5.wmf]Þ

 2ν+1 > 2000  (1). 
Επειδή ισχύει:  210 = 1024  και  211 = 2048, από την (1) συμπεραίνουμε ότι πρέπει: ν+1 = 11 
[image: image6.wmf]Þ

 ν = 10.  
Επομένως ο πρώτος όρος της γεωμετρικής αυτής προόδου (αν), που είναι μεγαλύτερος του 2000 είναι ο δέκατος όρος της, δηλ. ο α10 .

7)  Να βρείτε το άθροισμα των πρώτων 10 όρων των γεωμετρικών προόδων: 
i)  1, 2, 4, . . .       ii)  3, 9, 27, . . .

Λύση
i) Πρόκειται για τη γεωμετρική πρόοδο (αν)  με α1 = 1  και  λόγο  λ = 2:1 = 2.

Από τον τύπο Sν = 
[image: image7.wmf]×
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, που μας δίνει το άθροισμα των ν πρώτων όρων μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με πρώτο όρο α1 και λόγο λ, για ν =10 έχουμε ότι το ζητούμενο άθροισμα είναι ίσο με:

S10 = 
[image: image8.wmf]×
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 = 1024−1 = 1023.
ii) Πρόκειται για τη γεωμετρική πρόοδο (αν)  με α1 = 3  και  λόγο  λ = 9:3 = 3.

Από τον τύπο Sν = 
[image: image9.wmf]×
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, που μας δίνει το άθροισμα των ν πρώτων όρων μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με πρώτο όρο α1 και λόγο λ, για ν =10 έχουμε ότι το ζητούμενο άθροισμα είναι ίσο με:

S10 = 
[image: image10.wmf]3
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[image: image11.wmf]3
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[image: image12.wmf]3
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8)  Να υπολογίσετε τα αθροίσματα: 
 i)  2 + 8 + 32 + . . . + 8192        ii)  1 + (−2) + 4 + . . . + 256
Λύση

i) Οι αριθμοί  2,  8,  32, . . ., 8192 είναι οι ν πρώτοι όροι της γεωμετρικής προόδου  (αν)  με α1 = 2 και λόγο λ = 8:2 = 4.
Ο 8192 είναι ο νι-οστός της όρος αν . Οπότε από τον τύπο  αν = α1∙λν-1          του νι-οστού όρου μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με πρώτο όρο α1  και  λόγο λ έχουμε ότι:
αν = α1∙λν-1  
[image: image13.wmf]Þ

 8192 = 2∙4ν-1 
[image: image14.wmf]Þ

 2∙4ν-1 = 8192 
[image: image15.wmf]Þ

 4ν-1 = 4096 
[image: image16.wmf]Þ

 4ν-1 = 46 
[image: image17.wmf]Þ


ν−1 = 6 
[image: image18.wmf]Þ

 ν = 7 .    
Άρα οι αριθμοί  2,  8,  32, . . ., 8192 είναι οι 7 πρώτοι όροι της γεωμετρικής προόδου  (αν)  με α1 = 2  και λόγο λ = 4.
Οπότε το ζητούμενο άθροισμα είναι το άθροισμα S7 των 7 πρώτων όρων της γεωμετρικής προόδου  (αν)  με α1 = 2 και λόγο λ = 4. 
Από τον τύπο Sν = 
[image: image19.wmf]×
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, που μας δίνει το άθροισμα των ν πρώτων όρων μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με πρώτο όρο α1 και λόγο λ, για ν =7 έχουμε ότι το ζητούμενο άθροισμα είναι ίσο με:

S7 = 
[image: image20.wmf]4
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[image: image21.wmf]×
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 .
i) Οι αριθμοί 1, −2, 4, . . ., 256 είναι οι ν πρώτοι όροι της γεωμετρικής προόδου  (αν)  με α1 = 1 και λόγο λ = −2:1 = −2.
Ο 256 είναι ο νι-οστός της όρος αν . Οπότε από τον τύπο  αν = α1∙λν-1   του     νι-οστού όρου μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με πρώτο όρο α1  και  λόγο λ έχουμε ότι:
αν = α1∙λν-1 
[image: image23.wmf]Þ

256 = 1∙(−2)ν-1 
[image: image24.wmf]Þ

28 = (−2)ν-1 
[image: image25.wmf]Þ

(−2)ν-1 = 28 
[image: image26.wmf]Þ

 (−2)ν-1 = (−2)8  
[image: image27.wmf]Þ


ν−1 = 8 
[image: image28.wmf]Þ

 ν = 9 .    
Άρα οι αριθμοί  1, −2,  4, . . ., 256  είναι οι 9 πρώτοι όροι της γεωμετρικής προόδου  (αν)  με α1 = 1  και λόγο λ = −2.
Οπότε το ζητούμενο άθροισμα είναι το άθροισμα S9 των 9 πρώτων όρων της γεωμετρικής προόδου  (αν)  με α1 = 1 και λόγο λ = −2. 
Από τον τύπο Sν = 
[image: image29.wmf]×
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, που μας δίνει το άθροισμα των ν πρώτων όρων μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με πρώτο όρο α1 και λόγο λ, για ν = 9 έχουμε ότι το ζητούμενο άθροισμα είναι ίσο με:

S9 = 
[image: image30.wmf](2)
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Αφήνοντας τώρα τις προόδους, τις οποίες πιστεύω ότι βρήκατε αρκετά ενδιαφέρουσες, θα σας πρότεινα πια να μπούμε … χαλαρά σε διαδικασία επαναλήψεων ξεκινώντας από τις δευτεροβάθμιες εξισώσεις.
Στην κατεύθυνση αυτή, ως πρώτο βήμα ας θυμηθούμε συνοπτικά την αντίστοιχη θεωρία:

Για να λύσουμε τη δευτεροβάθμια εξίσωση  αx2 + βx + γ = 0,   όπου α ≠ 0, βρίσκουμε τη διακρίνουσά της  Δ = β2 - 4αγ, οπότε τα συμπεράσματα για τη  λύση της συνοψίζονται στον ακόλουθο πίνακα:

	Δ = β2 - 4αγ
	Η εξίσωση 

αx2 + βx + γ = 0, α ≠ 0

	Δ > 0
	Έχει δύο ρίζες άνισες τις      SHAPE  \* MERGEFORMAT 




	Δ = 0
	[image: image1.wmf]Þ


Έχει μια διπλή ρίζα τη 

  

	Δ < 0
	Είναι αδύνατη στο R .


Τύποι  Vieta

Στην περίπτωση που η εξίσωση  αx2 + βx + γ = 0, α ≠ 0, έχει πραγματικές ρίζες x1,x2, έχουμε:

[image: image242.emf]Math Composer 1.1.5
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[image: image245.emf]Math Composer 1.1.5

http://www.mathcomposer.com

= 

-2β

2α

 = - 

β

α


Αν με S συμβολίσουμε το άθροισμα x1 + x2 και με P το γινόμενο x1 • x2 των ριζών, τότε έχουμε τους τύπους:

[image: image246.emf]Math Composer 1.1.5
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που είναι γνωστοί ως τύποι Vieta.

Η εξίσωση αx2 + βx + γ = 0, με τη βοήθεια των τύπων Vieta, μετασχη​ματίζεται ως εξής:

[image: image247.emf]Math Composer 1.1.5
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αx2 + βx + γ = 0   
[image: image248.emf]Math Composer 1.1.5
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                  x2 - (x1 + x2) • x + x1 • x2 = 0  
x2 - Sx + P = 0

Η τελευταία μορφή της εξίσωσης αx2 + βx + γ = 0 μας δίνει τη δυνατότητα να την κατασκευάσουμε, όταν γνωρίζουμε το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών της.

Στη συνέχεια ας δούμε κάποιες λυμένες ασκήσεις σχετικές με τις δευτεροβάθμιες εξισώσεις, για να θυμηθούμε τους τρόπους με τους οποίους εργαζόμαστε.

1) Να λυθούν οι εξισώσεις:
i)  x(x−8)+7 = 0  ,  ii)   x2 = 
[image: image34.wmf]1

3

−
[image: image35.wmf]x

6

   ,   iii)  3x2−12 = 0    ,   iv)   3x2+5x = 0 
v)  (3x−1)2 = (2x−3)2   ,   vi)  x2−(2+
[image: image36.wmf]3

)x+2
[image: image37.wmf]3

= 0
Λύση
i)  x(x−8)+7 = 0 
[image: image38.wmf]Û

 x2−8x+7 = 0  (1) δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς x
Διακρίνουσα: Δ = β2 − 4αγ = (−8)2 − 4∙1∙7 = 64−28 = 36 > 0

Άρα η εξίσωση  (1), επομένως και η δοσμένη, έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες x1,2=
[image: image39.wmf]--
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ii) x2 = 
[image: image43.wmf]1
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6


[image: image45.wmf]Û

6x2 = 6∙
[image: image46.wmf]1
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[image: image48.wmf]Û

6x2 = 2−x
[image: image49.wmf]Û

6x2+x−2 = 0 (1) δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς x
Διακρίνουσα:  Δ = β2 − 4αγ = 12 − 4∙6∙(−2) = 1+48 = 49 > 0

Άρα η εξίσωση  (1), επομένως και η δοσμένη, έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες x1,2=
[image: image50.wmf]×
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=
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 iii)  3x2−12 = 0 
[image: image54.wmf]Û

3x2 = 12 
[image: image55.wmf]Û

 x2 = 
[image: image56.wmf]12
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[image: image57.wmf]Û

 x2 = 4 
[image: image58.wmf]Û

x = 2  ή   x = –2
iv)  3x2+5x = 0 
[image: image59.wmf]Û

x(3x+5) = 0 
[image: image60.wmf]Û

(x = 0    ή   3x+5 = 0 
[image: image61.wmf]Û

3x = −5 
[image: image62.wmf]Û

x = −
[image: image63.wmf]5

3

)
v)  (3x − 1)2 = (2x − 3)2 
[image: image64.wmf]Û

(3x)2 − 2∙3x∙1+12 = (2x)2 − 2∙2x∙3+32 
[image: image65.wmf]Û

   
9x2 − 6x+1 = 4x2 − 12x+9 
[image: image66.wmf]Û

9x2 − 6x+1 − 4x2+12x − 9 = 0 
[image: image67.wmf]Û

  
5x2+6x − 8 = 0  (1)  δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς x
Διακρίνουσα:  Δ = β2 − 4αγ = 62 − 4∙5∙(−8)  = 36+160 = 196 > 0

Άρα η εξίσωση  (1), επομένως και η δοσμένη, έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες x1,2=
[image: image68.wmf]×
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vi)  x2−(2+
[image: image72.wmf]3

)x+2
[image: image73.wmf]3

= 0
Διακρίνουσα:  Δ = β2 − 4αγ = [−(2+
[image: image74.wmf]3

)]2 − 4∙1∙2
[image: image75.wmf]3

= (2+
[image: image76.wmf]3

)2 − 8
[image: image77.wmf]3
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22+2∙2∙
[image: image78.wmf]3

+
[image: image79.wmf]2
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[image: image80.wmf]3

= 4+4
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= 4 − 4
[image: image84.wmf]3

+
[image: image85.wmf]2
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[image: image86.wmf]3

)2 > 0
Άρα η εξίσωση έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες x1,2=
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)

2

-)

éù

ëû

×

-(2+3±2-3

21

=
[image: image88.wmf](

)

±

2+32-3

2


[image: image89.wmf]Þ



[image: image90.wmf](

)

2

ì

ï

ï

í

ï

=

ï

î

1

2+3+2-34

x===2

22

2+3-2-3

2+3-2+323

x===3

222


Παρατήρηση

Η εξίσωση λύνεται πολύ πιο εύκολα με τη θεωρία των τύπων Vieta ως εξής:
Αν η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες, τότε αυτές θα είναι οι δύο αριθμοί που έχουν άθροισμα S = -
[image: image91.wmf]-)

(2+3

1

=2+
[image: image92.wmf]3

  και  γινόμενο P = 
[image: image93.wmf]23

1

= 2
[image: image94.wmf]3

 

Προφανώς οι αριθμοί αυτοί είναι οι  2  και  
[image: image95.wmf]3

.
2)  Δίνεται η εξίσωση:  λx2+(λ–3)x+λ2–2λ+10=0  (1), όπου λ(r με λ ≠ 0.
i)  Να βρείτε το λ ώστε η  (1) να έχει ρίζα το 2. 
ii) Για την τιμή του λ που βρήκατε στο i), να βρείτε και την άλλη ρίζα της  (1).

Λύση
i)  Για να έχει η (1) ρίζα το 2, θα πρέπει ο αριθμός 2 να την επαληθεύει, άρα θα πρέπει να ισχύει:

λ∙22+(λ–3)2+λ2–2λ+10=0
[image: image96.wmf]Û

4λ+2λ–6+λ2–2λ+10=0
[image: image97.wmf]Û


λ2+4λ+4=0
[image: image98.wmf]Û

(λ+2)2=0
[image: image99.wmf]Û

λ+2=0
[image: image100.wmf]Û

λ = –2        
ii) Για λ = –2 η (1) γίνεται: –2x2+(–2–3)x+(–2)2–2∙(–2)+10=0
[image: image101.wmf]Û


–2x2–5x+4+4+10=0 
[image: image102.wmf]Û

–2x2–5x+18=0
Διακρίνουσα:  Δ = β2 − 4αγ = (–5)2 − 4∙(–2)∙18= 25+144 = 169 > 0

Άρα η εξίσωση έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες: x1,2=
[image: image103.wmf]-(-
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Επομένως για λ=2, οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι οι: 2 και 
[image: image107.wmf]9
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 .
3)  Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης: x2+(4λ+1)x+3λ2+λ=0 (1), όπου λ(r.
Λύση
Η διακρίνουσα της (1) είναι: 
Δ = (4λ+1)2−4∙1∙(3λ2+λ) = 16λ2+8λ+1−12λ2−4λ = 4λ2+4λ+1= (2λ)2+2∙2λ+1 =            = (2λ+1)2 
[image: image108.wmf]Þ

Δ = (2λ+1)2 ≥ 0 για κάθε λ(r.
Άρα η (1) έχει δύο πραγματικές ρίζες, άνισες ή ίσες μεταξύ τους, για κάθε λ(r.
4)  Να βρείτε για ποιες τιμές του λ(r η εξίσωση (λ+3)x2–2(λ+2)x+λ=0 (1), όπου λ ≠ −3, έχει δύο άνισες ρίζες.

Λύση
Για να έχει η (1) δύο άνισες ρίζες, θα πρέπει η διακρίνουσά της Δ να είναι:
Δ > 0 με λ ≠ −3.
Είναι: Δ > 0 
[image: image109.wmf]Û

[–2(λ+2)]2 − 4(λ+3)λ > 0
[image: image110.wmf]Û

4(λ+2)2 – 4λ2 – 12λ > 0
[image: image111.wmf]Û


4(λ2 + 4λ + 4) – 4λ2 – 12λ > 0
[image: image112.wmf]Û

4λ2 + 16λ + 16 – 4λ2 – 12λ > 0
[image: image113.wmf]Û

 

4λ + 16 > 0
[image: image114.wmf]Û

4λ > −16 
[image: image115.wmf]Û

λ > −4 
[image: image116.wmf]Û

λ((−4, +∞) .
Αφού όμως πρέπει λ ≠ −3, από το διάστημα (−4, +∞) εξαιρείται το −3.

Επομένως η εξίσωση έχει δύο άνισες ρίζες αν λ((−4, −3)((−3, +∞) .
5) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ(r με λ≠0, η εξίσωση λx2–2(λ–1)x+λ–3=0  (1):

i)   έχει πραγματικές και άνισες ρίζες
ii)  έχει ρίζες ίσες
iii) δεν έχει πραγματικές ρίζες.
Λύση
Η διακρίνουσα της (1) είναι ίση με:

Δ = [–2(λ−1)]2 – 4λ(λ−3) = 4(λ−1)2 – 4λ2 + 12λ = 4(λ2 − 2λ + 1) – 4λ2 + 12λ =  = 4λ2 − 8λ + 4 – 4λ2 + 12λ = 4λ + 4 
[image: image117.wmf]Þ

 Δ = 4λ + 4. Οπότε:
i)  Για να έχει η (1) πραγματικές και άνισες ρίζες, θα πρέπει η διακρίνουσά της Δ να είναι: Δ > 0 με λ ≠ 0.

Είναι: Δ > 0 
[image: image118.wmf]Û

4λ + 4 > 0 
[image: image119.wmf]Û

4λ > −4 
[image: image120.wmf]Û

λ > −
[image: image121.wmf]4

4

 
[image: image122.wmf]Û

λ > −1 
[image: image123.wmf]Û

λ((−1, +∞)
Αφού όμως πρέπει λ ≠ 0, από το διάστημα (−1, +∞) εξαιρείται το 0.

Επομένως η εξίσωση έχει πραγματικές και άνισες ρίζες αν λ((−1, 0)((0, +∞) .
ii)  Για να έχει η (1) ρίζες ίσες, θα πρέπει η διακρίνουσά της Δ να είναι: 
Δ = 0 με λ ≠ 0.

Είναι: Δ = 0 
[image: image124.wmf]Û

4λ + 4 = 0 
[image: image125.wmf]Û

4λ = −4 
[image: image126.wmf]Û

λ = −1 
iii)  Για να μην έχει η (1) πραγματικές ρίζες, θα πρέπει η διακρίνουσά της Δ να είναι: Δ < 0 με λ ≠ 0.
Είναι: Δ < 0
[image: image127.wmf]Û

4λ + 4 < 0 
[image: image128.wmf]Û

4λ < −4 
[image: image129.wmf]Û

λ < −
[image: image130.wmf]4
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[image: image131.wmf]Û

λ < −1 
[image: image132.wmf]Û

λ((−∞, −1) .
6)  Δίνεται η εξίσωση x2–λx–(λ+1)=0  (1), όπου λ(r.
i)  Να δείξετε ότι η (1) έχει πραγματικές ρίζες.

ii) Να βρείτε το άθροισμα S και το γινόμενο P των ριζών της (1) συναρτήσει του λ.
Λύση
i) Η διακρίνουσα της (1) είναι ίση με:

Δ = (–λ)2 − 4∙1∙[−(λ+1)] = λ2 + 4λ + 4 = (λ+2)2 ≥ 0 για κάθε λ(r.
Άρα πράγματι η (1) έχει πραγματικές ρίζες.
ii) Αν x1 , x2 είναι οι ρίζες της (1), τότε σύμφωνα με τους τύπους Vieta έχουμε ότι:

S = x1 + x2 = −
[image: image133.wmf]1

-

λ

 = λ    και   P = x1∙x2 = 
[image: image134.wmf](

1

-

λ+1)

= −(λ+1) = −λ−1
7) Δίνεται η εξίσωση x2+3x–5=0  (1).

i)  Να δείξετε ότι η (1) έχει δύο άνισες ρίζες x1 και x2.

ii) Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

α) 
[image: image135.wmf]22
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      β) 
[image: image136.wmf]××
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      γ) 
[image: image137.wmf]1
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       δ) 
[image: image138.wmf]12
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Λύση
i) Η διακρίνουσα της (1) είναι ίση με: Δ = 32 − 4∙1∙(–5) = 9 + 20 = 29 > 0.

Αφού Δ > 0, η (1) πράγματι έχει δύο άνισες ρίζες x1 και x2 .

ii) Σύμφωνα με τους τύπους Vieta έχουμε ότι:

x1+x2 = −
[image: image139.wmf]3

1

 = −3 
[image: image140.wmf]Þ

x1+x2 = −3  (2)   και   x1∙x2 = 
[image: image141.wmf]1

-

5

 = −5 
[image: image142.wmf]Þ

 x1∙x2 = −5   (3) 

Οπότε τώρα έχουμε:

α) Ισχύει: (x1+x2)2=
[image: image143.wmf]22

1

2

x+x

+2x1∙x2
[image: image144.wmf]Þ


[image: image145.wmf]22
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 = (x1+x2)2−2x1∙x2 
[image: image146.wmf]Þ

(λόγω (2), (3)) 

[image: image147.wmf]22
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 = (−3)2 − 2∙(−5) = 9 + 10 = 19
β) 
[image: image148.wmf]××
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= x1∙x2(x1+x2) 
[image: image149.wmf]Þ

(λόγω (2), (3))    

[image: image150.wmf]××
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xx+xx

= −5∙(−3) = 15
γ) 
[image: image151.wmf]1
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[image: image154.wmf]Þ

(λόγω (2), (3))
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δ) 
[image: image158.wmf]12
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[image: image161.wmf]Þ

(λόγω α), (3))
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8) Να κατασκευάσετε δευτεροβάθμια εξίσωση με ρίζες 1+
[image: image165.wmf]2

 και 1–
[image: image166.wmf]2

.   

Λύση
Βρίσκουμε το άθροισμα S και το γινόμενο P των δύο αριθμών:

S = 1+
[image: image167.wmf]2

+ 1–
[image: image168.wmf]2

= 2 
[image: image169.wmf]Þ

S = 2  (1)  και 
P =(1+
[image: image170.wmf]2

)(1–
[image: image171.wmf]2

) = 12 −
[image: image172.wmf]2

2

= 1 – 2 = –1 
[image: image173.wmf]Þ

P = –1  (2)
Σύμφωνα με τη θεωρία των τύπων Vieta έχουμε ότι η δευτεροβάθμια εξίσωση με ρίζες 1+
[image: image174.wmf]2

 και 1–
[image: image175.wmf]2

 την οποία θέλουμε να κατασκευάσουμε είναι η:
x2 – Sx + P = 0 
[image: image176.wmf]Û

( λόγω των (1), (2) )
 
[image: image177.wmf]Û

x2 – 2x + (–1) = 0 
[image: image178.wmf]Û

x2 – 2x –1 = 0
9) Να λύσετε τις εξισώσεις:

i)  x4–5x2–36=0   ,  ii)  x6–7x3–8=0     ,  iii)   (2x+1)2–2(2x+1)–3=0
iv) (x−2)2+
[image: image179.wmf]-

x2

−2=0   
Λύση
i)  Είναι: x4 = (x2)2 . Άρα η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται: (x2)2–5x2–36=0  (1) .
Τώρα θέτουμε: x2 = ω  (2), όπου ω ≥ 0, οπότε η (1) λόγω της (2) γράφεται:  
ω2–5ω–36=0 δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς ω με διακρίνουσα:
Δ = (–5)2–4∙1∙(–36)=25+144=169 > 0, 
άρα έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες: ω1,2=
[image: image180.wmf]-(-

×

5)±169
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=
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[image: image182.wmf]Þ



[image: image183.wmf]2

ì

³

ï

ï

í

ï

³

ï

î

1

5+1318

ω===9, δεκτή αφού πρέπει ω0
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Λόγω τώρα της (2) και αφού βρήκαμε ότι ω=9, οι ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι οι ρίζες της εξίσωσης: x2 = 9 
[image: image184.wmf]Û

 ( x = 3  ή  x = −3 ) .
Σημείωση: Η εξίσωση ανήκει στην κατηγορία των  διτετράγωνων εξισώσεων.
ii)  Είναι: x6 = (x3)2 . Άρα η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται: (x3)2–7x3–8=0  (1) .
Τώρα θέτουμε: x3 = ω  (2), οπότε η (1) λόγω της (2) γράφεται:  
ω2–7ω–8=0 δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς ω με διακρίνουσα:

Δ = (–7)2–4∙1∙(–8)=49+32=81 > 0, 
άρα έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες: ω1,2=
[image: image185.wmf]-(-

×

7)±81
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=
[image: image186.wmf]±

79

2


[image: image187.wmf]Þ



[image: image188.wmf]2
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22


Λόγω τώρα της (2) και αφού βρήκαμε ότι ω=8  ή  ω=−1, οι ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι οι ρίζες των εξισώσεων: x3 = 8  (3)  και  x3 = −1  (4)

·  (3) 
[image: image189.wmf]Û

x = 
[image: image190.wmf]3

8

= 2
·  (4) 
[image: image191.wmf]Û

x = −
[image: image192.wmf]-

3

1

= −
[image: image193.wmf]3

1

= −1
iii) Θέτουμε: 2x+1 = ω  (1), οπότε η εξίσωση  λόγω της (1) γράφεται:  
ω2–2ω–3=0 δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς ω με διακρίνουσα:

Δ = (–2)2–4∙1∙(–3)=4+12=16 > 0, 
άρα έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες: ω1,2=
[image: image194.wmf]-(-

×

2)±16
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=
[image: image195.wmf]±
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Λόγω τώρα της (1) και αφού βρήκαμε ότι ω=3  ή  ω=−1, οι ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι οι ρίζες των εξισώσεων: 2x+1 = 3  (2)  και  2x+1  = −1  (3)

·  (2) 
[image: image198.wmf]Û

2x = 3−1 
[image: image199.wmf]Û

2x = 2 
[image: image200.wmf]Û

x = 1
·  (3) 
[image: image201.wmf]Û

2x = −1−1
[image: image202.wmf]Û

2x = −2 
[image: image203.wmf]Û

x = −1
iv) Είναι: (x−2)2 = 
[image: image204.wmf]-

2

x2

. Άρα η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται:

[image: image205.wmf]-

2

x2

+
[image: image206.wmf]-

x2

−2=0   (1)

Τώρα θέτουμε: 
[image: image207.wmf]-

x2

 = ω  (2), όπου ω ≥ 0, οπότε η (1) λόγω της (2) γράφεται:  

ω2+ω–2=0 δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς ω με διακρίνουσα:

Δ = 12–4∙1∙(–2)=1+8=9 > 0, 

άρα έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες: ω1,2= 
[image: image208.wmf]×

-1±9
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=
[image: image209.wmf]2
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[image: image210.wmf]Þ



[image: image211.wmf]2
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Λόγω τώρα της (2) και αφού βρήκαμε ότι ω=1, οι ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 


[image: image212.wmf]-

x2

 = 1 
[image: image213.wmf]Û

 

[image: image214.wmf]ì
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10) Να λύσετε την εξίσωση:  
[image: image215.wmf]x
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+
[image: image216.wmf]4
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=
[image: image217.wmf]2
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Λύση
Η εξίσωση ανήκει στην κατηγορία των κλασματικών εξισώσεων, οπότε αρχικά πρέπει να βάλουμε περιορισμούς οι παρονομαστές να είναι διάφοροι του μηδενός. Πρέπει λοιπόν:

[image: image218.wmf](
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[image: image219.wmf]Û
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Με τους περιορισμούς αυτούς η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται:

[image: image221.wmf]x

x+2

+
[image: image222.wmf]4

x

=
[image: image223.wmf](
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xx+2)


[image: image224.wmf]Û

(κάνουμε απαλοιφή των παρονομαστών πολλαπλασιά-ζοντας τα 2 μέλη της εξίσωσης με το Ε.Κ.Π. x(x+2) των παρονομαστών)
x(x+2)
[image: image225.wmf]x

x+2

+ x(x+2)
[image: image226.wmf]4

x

=x(x+2)
[image: image227.wmf](
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[image: image228.wmf]Û

x∙x + (x+2)∙4=x+8
[image: image229.wmf]Û

        
x2+4x+8−x−8=0 
[image: image230.wmf]Û

x2+3x=0
[image: image231.wmf]Û

x(x+3)=0 
[image: image232.wmf]Û
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Ας προσπαθήσουμε τώρα με τη βοήθεια και των λυμένων ασκήσεων να λύσουμε τις εξής ασκήσεις:

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1) Να λυθούν οι εξισώσεις:

i)  x2–4x = –3 , ii) x2+8x=0 , iii)  x2–16=0  ,  iv)  (x+1)2+(3x–2)2=(2x+1)2 
v) x2–(
[image: image234.wmf]3

+1)x+
[image: image235.wmf]3

=0  
2) Να βρείτε το λ(r με λ ≠ 0, αν η εξίσωση  (2x–3)λ+3=2λ2x έχει ρίζα το 2. 

3) Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν πραγματικές ρίζες.

 i) αx2+βx–α=0 , όπου α, β(r με α ≠ 0  , 
 ii) αx2–(α+2β)x+β=0 , όπου α, β(r με α ≠ 0.        

4) Να βρείτε το λ(r ώστε η εξίσωση  x2–4x+λ=0:  

i)   Να έχει πραγματικές ρίζες
ii)  Να έχει ίσες ρίζες   

iii) Να μην έχει πραγματικές ρίζες. 

5) Να κατασκευάσετε δευτεροβάθμια εξίσωση με ρίζες τους αριθμούς 2 και –5.     
6) Να λύσετε τις εξισώσεις:

i)   x4–13x2+36=0      ii)  2
[image: image236.wmf]2

x

–
[image: image237.wmf]x

–6=0      iii)  x2–4
[image: image238.wmf]x

+3=0     
iv) 
[image: image239.wmf]1
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−
[image: image240.wmf]1
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=
[image: image241.wmf]2
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… και κατά τα γνωστά, τις ερωτήσεις σας και τις λύσεις των Ασκήσεων από τις δευτεροβάθμιες εξισώσεις μπορείτε να τις στείλετε στο e-mail: tzanetatos@sch.gr

Να είστε καλά και να προσέχετε και βέβαια Χρόνια Πολλά και Καλά με Υγεία !!!

Ο καθηγητής σας της Άλγεβρας

Γεράσιμος  Τζανετάτος

*** Οι εκφωνήσεις τόσο των λυμένων ασκήσεων όσο και των ασκήσεων για λύση επάνω στις δευτεροβάθμιες εξισώσεις προέρχονται από τον ιστότοπο  plansmath.blogspot.com.
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