
Γεια σας και  πάλι  καλά  μου  παιδιά !!! 

Καταρχάς ελπίζω ότι και στη σημερινή μας επικοινωνία βρίσκω, εσάς και τις οικογένειές σας, καλά, δυνατούς και γεμάτος αισιοδοξία. 

Εύχομαι να περνάτε όμορφα αυτές τις πρώτες μέρες των διακοπών.  Διακοπές μεν, αλλά, όπως βλέπετε, δεν σας ξεχνάω και σας προτείνω να συνεχιστεί η μεταξύ μας επικοινωνία. Πάμε λοιπόν και πάλι, πιστεύω με πολλή «όρεξη» από την πλευρά σας, στα «δικά μας» !!!

Ξεκινώντας το σημερινό μας μάθημα, ας δούμε υποδείξεις για τις λύσεις των Ασκήσεων  1 , 2  και 3 επάνω στην εκθετική συνάρτηση, τις οποίες είχαμε για λύση από το προηγούμενο μάθημα.
Όσοι από σας έχετε ασχοληθεί με τις Ασκήσεις αυτές, να συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με τις υποδείξεις και, αν χρειάζεται, να κάνετε τις αναγκαίες διορθώσεις. Όσοι πάλι δεν μπορέσατε να ασχοληθείτε, να μελετήσετε τις υποδείξεις και να προσπαθήσετε και μόνοι σας να τις λύσετε. Σε κάθε περίπτωση περιμένω τις απαντήσεις των ασκήσεων, ερωτήσεις και απορίες σας στο e-mail tzanetatos@sch.gr.
Είχαμε λοιπόν από το τέταρτο μάθημα τις εξής ασκήσεις:
ΑΣΚΗΣΗ 1
Να λυθούν  οι  εξισώσεις: 

i)  2x = 64 
Υπόδειξη
2x = 64 
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2x = 26 
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x = 6
ii)  
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Υπόδειξη
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x = 3
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Υπόδειξη
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 2−x =  22 
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−x = 2 
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x = −2
iv)  3−x = 
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Υπόδειξη
3−x = 
[image: image16.wmf]1

81


[image: image17.wmf]Û

 3−x = 
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 3−x = 3−4 
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v)  
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Υπόδειξη
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 x = −3
vi)  274x = 9x+1      
Υπόδειξη
274x = 9x+1 
[image: image33.wmf]Û

 (33)4x = (32)x+1 
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 312x = 32(x+1) 
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12x = 2(x+1) 
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12x = 2x+2 
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12x − 2x = 2 
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10x = 2 
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x = 
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vii) 32x = 161−x   

Υπόδειξη
32x = 161−x 
[image: image42.wmf]Û

(25)x = (24) 1−x 
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 25x = 24(1−x) 
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5x = 4(1−x) 
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5x = 4−4x 
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5x + 4x = 4 
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9x = 4 
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x = 
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viii) 
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Υπόδειξη
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 = 30 
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x2-x-2 = 0 
[image: image55.wmf]Û

(δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς x)
x = 2  ή  x = −1
ΑΣΚΗΣΗ 2
Να λυθούν  οι  εξισώσεις: 
i)  22x+1 – 4∙2x = 0              

Υπόδειξη
22x+1 – 4∙2x = 0
[image: image56.wmf]Û

22x∙21– 4∙2x = 0
[image: image57.wmf]Û

2∙22x – 4∙2x = 0
[image: image58.wmf]Û

2∙(22x – 2∙2x) = 0
[image: image59.wmf]Û


22x – 2∙2x = 0 
[image: image60.wmf]Û

 (2x)2 – 2∙2x = 0  (1)
Τώρα θέτουμε:  2x = ω (2), όπου ω > 0, οπότε η (1)  λόγω της  (2) γράφεται ισοδύναμα:

ω2  – 2ω = 0 
[image: image61.wmf]Û

 ω(ω – 2) = 0 
[image: image62.wmf]Û


(ω = 0  απορρίπτεται,  αφού πρέπει ω > 0  ή  ω = 2  δεκτή, αφού πρέπει ω > 0)
Λόγω τώρα της (2) και αφού βρήκαμε ότι  ω = 2, οι ρίζες της δοσμένης είναι οι ρίζες της εξίσωσης:
2x = 2 
[image: image63.wmf]Û

2x = 21 
[image: image64.wmf]Û

 x = 1 
ii) 2∙4x  – 5∙2x  + 2 = 0
Υπόδειξη
2∙4x  – 5∙2x  + 2 = 0 
[image: image65.wmf]Û

 2∙(22) x  – 5∙2x  + 2 = 0 
[image: image66.wmf]Û

 2∙(2x) 2  – 5∙2x  + 2 = 0   (1)
Τώρα θέτουμε:  2x = ω (2), όπου ω > 0, οπότε η (1)  λόγω της  (2) γράφεται ισοδύναμα:

2ω2  −5ω + 2  = 0   δευτεροβάθμια ως προς ω με ρίζες  ω1 = 2,  ω2 = 
[image: image67.wmf]1
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, που είναι και οι δύο δεκτές αφού είναι μεγαλύτερες από το 0.

Λόγω τώρα της (2) και αφού βρήκαμε ότι  ω = 2  ή  ω = 
[image: image68.wmf]1
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, οι ρίζες της δοσμένης είναι οι ρίζες των εξισώσεων:

2x = 2  (3)     και    2x = 
[image: image69.wmf]1
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  (4)   
●  (3) 
[image: image70.wmf]Û

2x = 21  
[image: image71.wmf]Û

x = 1

●  (4) 
[image: image72.wmf]Û

 2x = 2−1 
[image: image73.wmf]Û

 x = −1
iii)  32x+1 – 26∙3x  − 9 = 0
Υπόδειξη
32x+1 – 26∙3x  − 9 = 0 
[image: image74.wmf]Û

32x∙31  – 26∙3x  − 9 = 0 
[image: image75.wmf]Û

3∙32x – 26∙3x  − 9 = 0 
[image: image76.wmf]Û


3∙(3x)2 – 26∙3x  − 9 = 0  (1)
Τώρα θέτουμε:  3x = ω (2), όπου ω > 0, οπότε η (1)  λόγω της  (2) γράφεται ισοδύναμα:

3ω2  −26ω − 9  = 0   δευτεροβάθμια ως προς ω με ρίζες  ω1 = 9,  ω2 = 
[image: image77.wmf]1
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, από τις οποίες δεκτή ως τιμή του ω είναι μόνο η ω1 = 9, αφού πρέπει ω > 0.
Λόγω τώρα της (2) και αφού βρήκαμε ότι  ω = 9 , οι ρίζες της δοσμένης είναι ρίζες της εξίσωσης:
3x = 9  
[image: image78.wmf]Û

3x = 32 
[image: image79.wmf]Û

x = 2
ΑΣΚΗΣΗ 3
Να λυθούν τα   συστήματα: 
i) 
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Υπόδειξη

[image: image81.wmf]2x+14y1
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[image: image85.wmf]3(2x+1)52(4y1)

2=22

1+xy=2y+1

-

ì

×

ï

í

-

ï

î

 
[image: image86.wmf]Û
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Αντικαθιστούμε τώρα στην  (1) το x με 3y  από την (2) και έχουμε ότι:

(1) 
[image: image96.wmf]Û

 3∙3y = 4y 
[image: image97.wmf]Û

9y = 4y  
[image: image98.wmf]Û

9y − 4y = 0 
[image: image99.wmf]Û

5y = 0 
[image: image100.wmf]Û

y = 0  (3)

Αντικαθιστούμε τέλος  στην  (2) το y  με 0  από την (3) και έχουμε ότι:  x = 0  (4)

Επομένως από τις (3), (4) έχουμε ότι οι λύσεις του δοσμένου  συστήματος είναι οι: 
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 Υπόδειξη
Προσθέτουμε αρχικά τις (1), (2) κατά μέλη και έχουμε ότι:

3x + 2y + 3x − 2y = 11 + 7 
[image: image102.wmf]Û

2∙3x = 18 
[image: image103.wmf]Û

3x = 9 
[image: image104.wmf]Û

3x = 32 
[image: image105.wmf]Û

x = 2  (3)
Αφαιρούμε τώρα κατά μέλη την (2) από την (1) και έχουμε ότι:

3x + 2y – (3x − 2y) = 11 – 7 
[image: image106.wmf]Û

3x + 2y – 3x + 2y = 4 
[image: image107.wmf]Û

2∙2y = 4 
[image: image108.wmf]Û

2y = 2 
[image: image109.wmf]Û

2y = 21 
[image: image110.wmf]Û


y = 1  (4)
Επομένως από τις (3), (4) έχουμε ότι οι λύσεις του δοσμένου  συστήματος είναι οι: 
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Υπόδειξη
Θέτουμε:  
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  , οπότε  το δοσμένο σύστημα  λόγω  των (1) και (2) γράφεται ισοδύναμα:


[image: image114.wmf]ωφ=8     (3)
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  , το οποίο είναι αλγεβρικό σύστημα ως προς ω, φ και λύνεται με τη βοήθεια των τύπων Vieta από τη θεωρία της δευτεροβάθμιας εξίσωσης της Άλγεβρας της Α’ Λυκείου ως εξής:
Λόγω των (3) και (4) έχουμε ότι τα ω, φ είναι οι ρίζες της δευτεροβάθμιας εξίσωσης:
t2 – 6t + 8 = 0, που είναι οι:  4, 2.
Οπότε έχουμε για τα ω, φ τις περιπτώσεις:  
1η  περίπτωση: 
[image: image115.wmf]ω=4    
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 ,   2η  περίπτωση: 
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Στην 1η περίπτωση και λόγω των (1), (2) έχουμε ότι οι λύσεις του δοσμένου συστήματος είναι οι λύσεις του συστήματος:
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Στην 2η περίπτωση και λόγω των (1), (2) έχουμε ότι οι λύσεις του δοσμένου συστήματος είναι οι λύσεις του συστήματος:
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Επομένως οι λύσεις του δοσμένου  συστήματος είναι οι: 

iv)  
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Υπόδειξη
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Προσθέτοντας τώρα τις (1), (2) κατά μέλη έχουμε ότι:

x−y+x+y = 0+2 
[image: image133.wmf]Û

2x = 2 
[image: image134.wmf]Û

x = 1  (3)

Αντικαθιστώντας  τέλος  στην  (2) το x με 1  από την (3) έχουμε ότι:  
1+y = 2 
[image: image135.wmf]Û

y = 1  (4)

Επομένως από τις (3), (4) έχουμε ότι οι λύσεις του δοσμένου  συστήματος είναι οι: 


[image: image136.wmf]x=1
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 .
Ας δούμε τώρα κάποιες ακόμη λυμένες ασκήσεις επάνω στην εκθετική συνάρτηση 
(και των οποίων η αρίθμηση είναι συνέχεια της αρίθμησης των λυμένων ασκήσεων του προηγούμενου μαθήματος):

ΑΣΚΗΣΗ 4
Να λυθούν οι ανισώσεις:

i) 42x−7 < 46x+13        ii) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image139.wmf]  iii)   
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(  1       iv)  e−2x+4 – 1 < 0 
v)  
[image: image141.wmf]x
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 – 125 > 0      vi)    
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       vii)  
[image: image143.wmf]2

x7xx3

3>9

---

      viii)   e2x + 3ex – 4 > 0 
Μεθοδολογία

Η γενική μεθοδολογία επίλυσης των εκθετικών ανισώσεων συνίσταται στο να  εκφράσουμε (εάν βέβαια γίνεται) τα δύο μέλη της ανίσωσης ως δυνάμεις με την ίδια βάση α, οπότε στη συνέχεια εφαρμόζουμε τις ισοδυναμίες: 

 ● Αν     α > 1,    τότε:  αx1 < αx2  
[image: image144.wmf]Û

 x1 < x2 ,αφού η f(x)=αx  είναι γνησίως αύξουσα
● Αν  0 <α< 1, τότε:  αx1 < αx2  
[image: image145.wmf]Û

 x1 > x2 ,αφού η f(x)=αx είναι γνησίως φθίνουσα

Λύση   
i) Επειδή η εκθετική συνάρτηση με βάση το 4 είναι γνησίως αύξουσα (διότι 4 > 1), έχουμε ότι:

42x−7 < 46x+13 
[image: image146.wmf]Û

2x−7 < 6x+13 
[image: image147.wmf]Û

2x−6x < 13+7 
[image: image148.wmf]Û

−4x < 20 
[image: image149.wmf]Û

x > 
[image: image150.wmf]20
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[image: image151.wmf]Û

x > −5.

Άρα οι λύσεις της ανίσωσης είναι τα x ( (−5, +∞). 
ii) Επειδή η εκθετική συνάρτηση με βάση το 
[image: image152.wmf]2
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 είναι γνησίως φθίνουσα (διότι 
[image: image153.wmf]2

3

 <1), έχουμε ότι:
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[image: image156.wmf]Û

−3x+8 <−5x+4 
[image: image157.wmf]Û

−3x+5x <4−8
[image: image158.wmf]Û

2x <−4 
[image: image159.wmf]Û

x < 
[image: image160.wmf]4
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[image: image161.wmf]Û

x <−2.

Άρα οι λύσεις της ανίσωσης είναι τα x ( (−∞,−2). 
iii)   
[image: image162.wmf]6x12
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Επειδή η εκθετική συνάρτηση με βάση το 
[image: image166.wmf]1
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 είναι γνησίως φθίνουσα (διότι 
[image: image167.wmf]1
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 <1), έχουμε ότι:

(1) 
[image: image168.wmf]Û

 6x−12 ≤ 0 
[image: image169.wmf]Û

6x ≤ 12 
[image: image170.wmf]Û

x ≤ 
[image: image171.wmf]12
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[image: image172.wmf]Û

x ≤ 2.

Άρα οι λύσεις της ανίσωσης  (1), επομένως και της δοσμένης, είναι τα x ( (−∞,2]. 
iv)  e−2x+4 – 1 < 0 
[image: image173.wmf]Û

 e−2x+4 < 1 
[image: image174.wmf]Û

 e−2x+4 < e0    (1)
Επειδή η εκθετική συνάρτηση με βάση το e είναι γνησίως αύξουσα (διότι e >1), έχουμε ότι:

(1) 
[image: image175.wmf]Û

 −2x+4 < 0 
[image: image176.wmf]Û

−2x < −4 
[image: image177.wmf]Û

x > 
[image: image178.wmf]4
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[image: image179.wmf]Û

x > 2.

Άρα οι λύσεις της ανίσωσης  (1), επομένως και της δοσμένης, είναι τα x ( (2, +∞). 
v)  
[image: image180.wmf]x
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 – 125 > 0  
[image: image181.wmf]Û

 
[image: image182.wmf]x
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 > 125 
[image: image183.wmf]Û

 
[image: image184.wmf]Û

 
[image: image185.wmf]x
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 > 53   (1)   
Επειδή η εκθετική συνάρτηση με βάση το 5 είναι γνησίως αύξουσα (διότι 5 >1), έχουμε ότι:
(1) 
[image: image186.wmf]Û


[image: image187.wmf]x

 > 3 
[image: image188.wmf]Û

x < −3  ή  x > 3  (σύμφωνα με ιδιότητα από τα απόλυτα).
Άρα οι λύσεις της ανίσωσης  (1), επομένως και της δοσμένης, είναι τα 
x ( (−∞,−3) ( (3, +∞) . 
vi)    
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   (1) 
Επειδή η εκθετική συνάρτηση με βάση το  
[image: image194.wmf]1

3

 είναι γνησίως φθίνουσα (διότι 
[image: image195.wmf]1

3

 <1), έχουμε ότι:  (1) 
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 2x  > 2 
[image: image197.wmf]Û

2x  > 21  (2) 
Επειδή η εκθετική συνάρτηση με βάση το 2 είναι γνησίως αύξουσα (διότι 2 >1), έχουμε ότι:   (2) 
[image: image198.wmf]Û

x > 1.
 Άρα οι λύσεις της ανίσωσης  (2), επομένως και της δοσμένης, είναι τα x ( (1, +∞) . 
vii)  
[image: image199.wmf]2
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  (1)     
Επειδή η εκθετική συνάρτηση με βάση το 3 είναι γνησίως αύξουσα (διότι 3 >1), έχουμε ότι:  
 (1) 
[image: image204.wmf]Û

x2−7x  > −2x−6 
[image: image205.wmf]Û

x2−7x + 2x + 6 > 0 
[image: image206.wmf]Û

x2−5x + 6 > 0  (2)

Τώρα  το x2−5x + 6 είναι δευτεροβάθμιο τριώνυμο ως προς x με ρίζες 3 και 2, οπότε (σύμφωνα με τη θεωρία για το πρόσημο τριωνύμου από την Α΄ Λυκείου) έχουμε ότι: (2) 
[image: image207.wmf]Û

 ( x < 2  ή  x > 3  ).

Άρα οι λύσεις της ανίσωσης (2), επομένως και της δοσμένης, είναι τα 
x ((−∞, 2)((3, +∞) .  

viii)   e2x + 3ex – 4 > 0 
[image: image208.wmf]Û

(ex)2 + 3ex – 4 > 0   (1)
Τώρα θέτουμε:  ex = ω (2), όπου ω > 0, οπότε η (1)  λόγω της  (2) γράφεται ισοδύναμα:

ω2  + 3ω – 4  > 0   (3) 
Τώρα  το  ω2  + 3ω – 4   είναι δευτεροβάθμιο τριώνυμο ως προς ω με ρίζες 1 και −4, οπότε (σύμφωνα με τη θεωρία για το πρόσημο τριωνύμου από την Α΄ Λυκείου) έχουμε ότι:  

(3) 
[image: image209.wmf]Û

( ω < −4  ή  ω > 1 ).  Επειδή όμως είναι  ω > 0, για το ω τελικά έχουμε ότι: ω > 1.
Λόγω τώρα της (2)  και αφού βρήκαμε ότι  ω > 1, οι λύσεις της δοσμένης ανίσωσης είναι οι λύσεις της ανίσωσης: 

ex > 1 
[image: image210.wmf]Û

 ex > e0 
[image: image211.wmf]Û

 x > 0  

( αφού η εκθετική συνάρτηση με βάση το e είναι γνησίως αύξουσα (διότι e >1) ).

ΑΣΚΗΣΗ 5
Να τοποθετήσετε σε αύξουσα σειρά τους αριθμούς:   
[image: image212.wmf]1
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 ,  1 ,  20,5 , 2 , 
[image: image213.wmf]1

2

 , 
[image: image214.wmf]2

2

 . Λύση
Μετατρέπουμε αρχικά τους αριθμούς σε δυνάμεις με την ίδια βάση 2. Έχουμε ότι:
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4

= 4−1 = (22) −1 = 2−2 
[image: image216.wmf]Þ
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4

= 2−2   ,  1 = 20  ,  2 = 21  ,  
[image: image218.wmf]1

2

= 2−1.
Οι αριθμοί  τώρα:  2−2 , 20 , 20,5 , 21 , 2−1 , 
[image: image219.wmf]2

2

 είναι τιμές της εκθετικής συνάρτησης f(x)=2x, η οποία είναι γνησίως αύξουσα , αφού 2>1.

Αφού λοιπόν είναι:  −2 < −1 < 0 < 0,5 < 1 < 
[image: image220.wmf]2

, συμπεραίνουμε ότι: 
2−2 < 2−1 < 20 < 20,5 < 21 < 
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< 1 < 20,5 < 2 < 
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Με τη βοήθεια των παραπάνω λυμένων ασκήσεων, ας προσπαθήσουμε τώρα να λύσουμε τις εξής  ΑΣΚΗΣΕΙΣ (και των οποίων η αρίθμηση είναι συνέχεια της αρίθμησης των ασκήσεων για λύση του προηγούμενου μαθήματος): 
ΑΣΚΗΣΗ 4

Να λυθούν οι ανισώσεις:

i)  
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iv)    
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ΑΣΚΗΣΗ 5
Να τοποθετήσετε σε αύξουσα σειρά τους αριθμούς:   1  , 
[image: image233.wmf]2

0,5

 , 4  ,  0,50,5 ,  2 , 0,52.
… και κατά τα γνωστά, τις ερωτήσεις σας και τις λύσεις των Ασκήσεων μπορείτε να τις στείλετε στο e-mail: tzanetatos@sch.gr

Να είστε καλά και να προσέχετε !!!

Ο καθηγητής σας της  Άλγεβρας
Γεράσιμος   Τζανετάτος
*** Από τις ασκήσεις για λύση, τα i), ii) και iii) της Άσκησης 4 προέρχονται από το σχολικό βιβλίο. 
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