Γεια σας  και  χαρά σας καλά μου παιδιά!!!

Καταρχάς ελπίζω κάθε φορά που επικοινωνούμε ότι σας βρίσκω καλά στην υγεία σας, όπως και τους δικούς σας, δυνατούς και γεμάτους αισιοδοξία. 

Πάμε λοιπόν και πάλι,  πιστεύω με πολλή «όρεξη» από την πλευρά σας,  στα       «δικά μας»!!!

Παιδιά, δεν έχω νέα σας σε σχέση με τα Μαθηματικά Προσανατολισμού. Σας έχω λοιπόν «χάσει» ως Τμήμα  και … να είστε βέβαιοι ότι μου έχετε λείψει και μάλιστα πολύ !!! Πρέπει λοιπόν επιτέλους να κινητοποιηθούμε για να κερδίσουμε τον χαμένο χρόνο !!!
Κινούμενοι στην κατεύθυνση αυτή, ας δούμε αρχικά τις λύσεις των ασκήσεων, που είχαμε για λύση από το προηγούμενο μάθημα: 
· ΑΣΚΗΣΗ 1   (Σχολ. Βιβλίο Άσκηση 1 σελ. 215)
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Λύση
Σύμφωνα με τις ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος και τις υποθέσεις έχουμε ότι:
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· ΑΣΚΗΣΗ 2   (Σχολ. Βιβλίο Άσκηση 2 σελ. 215)
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Λύση

Από ιδιότητες λογαρίθμων έχουμε ότι: 
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· ΑΣΚΗΣΗ 3   (Σχολ. Βιβλίο Άσκηση 3 σελ. 215)
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Λύση

Έχουμε ότι:
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· ΑΣΚΗΣΗ 4   (Σχολ. Βιβλίο Άσκηση 4 σελ. 215)
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Λύση
Σύμφωνα με τις ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος και τις υποθέσεις έχουμε ότι:

 i)  
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Θα κάνουμε τώρα ένα επιπλέον βήμα με στόχο να δούμε τη θεωρία της παραγράφου 3.5. του βιβλίου μας, με βάση την οποία μπορούμε να υπολογίζουμε ολοκληρώματα.
Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος [image: image70.png]i
(2)d



 μιας  συνάρτησης [image: image71.png]


συνεχούς σε ένα διάστημα [image: image72.png]


 με τη διαδικασία που έχουμε δει στα προηγούμενα μαθήματα είναι συνήθως μια πολύπλοκη διαδικασία. Για το λόγο αυτό στη συνέχεια θα ορίσουμε μια συνάρτηση, που ονομάζεται συνάρτηση ολοκλήρωμα , με τη βοήθεια της οποίας θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε το Θεμελιώδες Θεώρημα του Ολοκληρωτικού Λογισμού, με τη χρήση του οποίου θα είναι δυνατόν να υπολογιστούν διάφορα ολοκληρώματα.

Αναφέρουμε αρχικά το εξής Θεώρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ
Αν [image: image73.png]


είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [image: image74.png]


και [image: image75.png]


είναι ένα σημείο του [image: image76.png]


, τότε η συνάρτηση:  

[image: image77.png]F(z) = [7 f(t)dt



 , [image: image78.png]re A\



,  η οποία ονομάζεται συνάρτηση ολοκλήρωμα,

είναι μια παράγουσα της [image: image79.png]


στο [image: image80.png]


. Δηλαδή ισχύει:
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  , για κάθε [image: image82.png]re A\
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Για παράδειγμα 

[image: image83.png](fF ppPedt) =



   και    [image: image84.png](fFnedt) =z





Γεωμετρική ερμηνεία 
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[image: image87.png]F(z+h)—F(z)




Το εμβαδόν του χωρίου Ω είναι περίπου ίσο με [image: image88.png]



για πολύ μικρά [image: image89.png]h>0





Άρα θα έχουμε [image: image90.png]F(z+h)—F(z)= f(z)-h



   ή 
[image: image91.png]F(z4+h) - F(x





Οπότε [image: image92.png]F(:c+h’)1—F(z) — )
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Ερχόμαστε στη συνέχεια στη διατύπωση και απόδειξη του Θεμελιώδους Θεωρήματος του Ολοκληρωτικού Λογισμού: 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Θεμελιώδες Θεώρημα του Ολοκληρωτικού Λογισμού) 

Έστω [image: image93.png]


 μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα [image: image94.png]


.  Αν G είναι μια παράγουσα της [image: image95.png]


 στο [image: image96.png]


, τότε:
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ:

Η συνάρτηση [image: image98.png]F(z) = [7 f(t)dt



 είναι, σύμφωνα με το προηγούμενο Θεώρημα, μια παράγουσα της [image: image99.png]


 στο [image: image100.png]


. 
Επειδή και η G είναι μια παράγουσα της [image: image101.png]


 στο  [image: image102.png]


, θα υπάρχει  [image: image103.png]cceR



 τέτοιο ώστε:
[image: image104.png]G(z)
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Από την (1), για [image: image105.png]


 έχουμε: [image: image106.png]Gla) =F(a)+c= [, f(tydt +c=c



, οπότε [image: image107.png]


.

Επομένως, θέτοντας στην  (1)  όπου [image: image108.png]


 έχουμε:

[image: image109.png]


,

οπότε, για [image: image110.png]


 έχουμε:
[image: image111.png]G(B) = F(8) + G(a) = [? f(t)dt + G(a)




και άρα:
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Πολλές φορές, για να απλοποιήσουμε τις εκφράσεις μας, συμβολίζουμε τη διαφορά [image: image113.png]


  με   [image: image114.png]


. 

Σημαντικές παρατηρήσεις 

1. Το ορισμένο ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης είναι αριθμός.

Για το λόγο αυτό συμπεραίνουμε [image: image115.png]2 r
(z)dz)’
-0



. 

2. To ορισμένο ολοκλήρωμα είναι ανεξάρτητο της επιλογής της παράγουσας

Π.χ. [image: image116.png]


    και                                                                                                [image: image117.png]



3. Κάθε συνάρτηση [image: image118.png]


συνεχής σε ένα διάστημα [image: image119.png]


είναι ολοκληρώσιμη σε αυτό. 

4. Από το θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα:
i. [image: image120.png][ f(@)dz = f(8) - f(a)




ii. [image: image121.png]J2 f(@)dz = f'(8) - f'(a)




Θα παρουσιάσουμε τώρα μεθόδους ολοκλήρωσης, δηλαδή τρόπους με τους οποίους μπορούμε να υπολογίσουμε διάφορα ολοκληρώματα:

Μέθοδοι ολοκλήρωσης  

· ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΚΑΤΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ
Πολλές φορές για τον υπολογισμό ενός ολοκληρώματος προσπαθούμε να το φέρουμε στη μορφή [image: image122.png][? f(2)g (x)de



και να εφαρμόσουμε τον παρακάτω τύπο που είναι γνωστός ως τύπος της παραγοντικής ολοκλήρωσης:
[image: image123.png]J? f(2)g (x)de = [f(2)g(2)]? — [ [(2)g(z



,

όπου [image: image124.png]f.g



είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [image: image125.png]


. 








Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα [image: image126.png]S zetdr



:

Έχουμε: [image: image127.png]fizetdr = [y 2(e®)de = [z} — [ (2)'e*de = [ee®)} — [ e*d =




[image: image128.png]0—(e—1)=1





Mε τη μέθοδο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες είναι δυνατόν να υπολογισθούν οι παρακάτω μορφές ολοκληρωμάτων: 

i. [image: image129.png][ P(z)e=+Pda



όπου [image: image130.png]


πολυώνυμο του [image: image131.png]


και [image: image132.png]


και [image: image133.png]feR




ii. [image: image134.png][ Pz)yp(az + B)dz



όπου [image: image135.png]


πολυώνυμο του x και [image: image136.png]


και [image: image137.png]feR




iii. [image: image138.png][? P(z)ovv(az + B)dx



όπου [image: image139.png]


πολυώνυμο του x και [image: image140.png]


και [image: image141.png]feR




iv. [image: image142.png]2P
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όπου [image: image143.png]


πολυώνυμο του x και [image: image144.png]


και [image: image145.png]feR



με [image: image146.png]ar+ >0




v. [image: image147.png]f: Pt
(e + 8)de



με [image: image148.png]a,

cR"



και [image: image149.png]ieR




vi. [image: image150.png]f: 2B,
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με [image: image151.png]a,

cR"



και [image: image152.png]ieR




· ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ  ΜΕ  ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 
 ή  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ  ΜΕ  ΑΛΛΑΓΗ  ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ
Με τη μέθοδο αυτή υπολογίζουμε ολοκληρώματα που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή [image: image153.png]I? flg(2))g (z)dx



και ο τύπος υπολογισμού αυτού του είδους ολοκληρωμάτων είναι ο ακόλουθος: 

[image: image154.png]I2 Fo(a)g (2)dz = [ f(u)du



,
όπου [image: image155.png]


είναι συνεχείς συναρτήσεις, [image: image156.png]u=g(z)



, [image: image157.png]du = ¢'(z)dz



και 

[image: image158.png]uy = g(a)



, [image: image159.png]us = g(3)



. 

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα [image: image160.png]ovvre™dr




:

Θέτουμε: [image: image161.png]npT



(1), οπότε [image: image162.png](nuzx)'dr = du



 άρα [image: image163.png]ovvadr = du



(2)

Και τα νέα άκρα ολοκλήρωσης θα είναι [image: image164.png]uy = npd =0



 και [image: image165.png]


(3)

Τότε το αρχικό ολοκλήρωμα λόγω των (1),(2),(3) ισούται με: [image: image166.png]S etdu =




. 

Υπολογισμός ολοκληρώματος της μορφής [image: image167.png]2r
“(z)de




Για τον υπολογισμό ενός ολοκληρώματος της παραπάνω μορφής, εφόσον δεν είναι δυνατόν να υπολογίσουμε τη συνάρτηση [image: image168.png]


εργαζόμαστε ως εξής :

Θέτουμε [image: image169.png]


(1) 

Τότε [image: image170.png]dr = f'(u)du



(2)

Τα νέα άκρα ολοκλήρωσης είναι [image: image171.png]ur



και [image: image172.png]Uz



αντίστοιχα (3) όπου [image: image173.png]ur



και [image: image174.png]Uz



οι τιμές που αληθεύουν τις σχέσεις[image: image175.png]


και [image: image176.png]


οι οποίες είναι μοναδικές, αφού η συνάρτηση [image: image177.png]


είναι 1-1. 

Άρα το ολοκλήρωμα λόγω των (1), (2), (3) γίνεται:

[image: image178.png]


το οποίο υπολογίζουμε. 

Παράδειγμα 
Να υπολογιστεί το [image: image179.png]Br
2 (2)de



με [image: image180.png]flx) =2° 4 2%



. 
Θέτουμε [image: image181.png]flu) =z



(1), οπότε [image: image182.png]dr = f'(u)du



(2)
Και τα νέα άκρα ολοκλήρωσης είναι οι λύσεις των εξισώσεων:

 [image: image183.png]


 και [image: image184.png]



Έχουμε: [image: image185.png]


και 

[image: image186.png]


 που έχει την προφανή λύση [image: image187.png]


 η οποία είναι μοναδική αφού η συνάρτηση [image: image188.png]


 είναι 1-1.
Συνεπώς τα νέα άκρα ολοκλήρωσης είναι [image: image189.png]


και [image: image190.png]


(3)

Τότε λόγω των σχέσεων (1),(2),(3) το ολοκλήρωμα παίρνει τη μορφή:

[image: image191.png]o=
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[image: image192.png]1
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Ακολουθούν παραδείγματα εφαρμογής των παραπάνω μεθόδων ολοκλήρωσης:

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1
Εκφώνηση

Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:

i. [image: image193.png]fi (@® =22 4 1)dz




ii. [image: image194.png]



iii. [image: image195.png]f7 (22 - Va)de




iv. [image: image196.png]S (ouv2
v2z — 2np2z)ds




v. [image: image197.png]



vi. [image: image198.png]



vii. [image: image199.png]



viii. [image: image200.png]



Λύση

i. [image: image201.png]1 1
Lyt ot
22+ 2]} g=1l+tl=g




Μεθοδολογία

Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα [image: image202.png]2r
(z)dx



,όπου [image: image203.png]


συνεχής στο [image: image204.png]


εργαζόμαστε ως εξής:

Βρίσκουμε (αν είναι εύκολο) μια παράγουσα [image: image205.png]


της [image: image206.png]


και εφαρμόζοντας το θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού έχουμε: [image: image207.png]2r
(z)dx
=[F
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ii. [image: image208.png]22° —z+i
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[image: image209.png]@2-0-1)=2-h
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Μεθοδολογία

Πολλές φορές για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος [image: image210.png]i
(2)d



, όπου [image: image211.png]


συνεχής συνάρτηση στο [image: image212.png]


, της οποίας ο τύπος είναι κλασματικής μορφής, εργαζόμαστε ως εξής:

Μετατρέπουμε την [image: image213.png]


σε άθροισμα συναρτήσεων, ο υπολογισμός των παραγουσών των οποίων είναι ευκολότερος και υπολογίζουμε το άθροισμα των επιμέρους ολοκληρωμάτων. 

iii. [image: image214.png]C1-4v2




Μεθοδολογία
Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα [image: image215.png]i
(2)d



, όπου [image: image216.png]


συνεχής στο [image: image217.png]


, εργαζόμαστε ως εξής:
Βρίσκουμε (αν είναι εύκολο) μια παράγουσα [image: image218.png]


της [image: image219.png]


και εφαρμόζοντας το θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού έχουμε [image: image220.png]2r
(z)dx
=[F
(-
2))3
= F(B)
—F
(
a)




iv. [image: image221.png]S (ovv2e — 2np2e)dr =





[image: image222.png]0
";ﬂ +ovwm— <"‘)1 + m.wD) —0-1

+ m.w2:c]§ =

[

np2x
2




Μεθοδολογία
Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα [image: image223.png]i
(2)d



, όπου [image: image224.png]


συνεχής στο [image: image225.png]


, εργαζόμαστε ως εξής:
Βρίσκουμε (αν είναι εύκολο) μια παράγουσα [image: image226.png]


της [image: image227.png]


και εφαρμόζοντας το θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού έχουμε: [image: image228.png]S2 [ f(x)de = [F(2)]3 = F(5) — Fla)




v. [image: image229.png]


= [image: image230.png]7 (@) Wnedz = [plnes — fC(z2nat ) = [alnal; 2 [} Inwdr =




[image: image231.png]elne — 0 —2[(elne —e) — (0 —1)] =

[zIn®z]§ — 2[z Inz





Μεθοδολογία
Πολλές φορές για τον υπολογισμό ενός ολοκληρώματος [image: image232.png]2r
(z)dx



, όπου [image: image233.png]


συνεχής στο [image: image234.png]


, εφ’ όσον δεν είναι δυνατόν να υπολογιστεί με τους συνήθεις τρόπους εύρεσης ολοκληρωμάτων, είναι χρήσιμο να το μετατρέπουμε στο ισοδύναμο [image: image235.png]


και να εφαρμόζουμε τη μέθοδο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες. 

vi. Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα [image: image236.png]


θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο αντικατάστασης:

θέτουμε [image: image237.png]et +1



   (1)

Τότε [image: image238.png](6" +1)dzr = du



άρα [image: image239.png]




Τα νέα άκρα ολοκλήρωσης είναι:

· Για [image: image240.png]


στην (1) έχουμε: [image: image241.png]


,άρα [image: image242.png]



· Για [image: image243.png]


στην (1) έχουμε: [image: image244.png]eldrl=e+1



,άρα [image: image245.png]uy =e+1




Τότε [image: image246.png]E+L

du—[lnur“ In(e+1) —In2 — In(

>)




Μεθοδολογία

Για να υπολογίσουμε ολοκληρώματα που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή [image: image247.png]


εφαρμόζουμε τη μέθοδο αντικατάστασης σύμφωνα με την οποία:

[image: image248.png]I2 Fo(a)g (2)dz = [ f(u)du



,

όπου [image: image249.png]


είναι συνεχείς συναρτήσεις, [image: image250.png]u=g(z)



, 

[image: image251.png]du = ¢'(z)dz



 και  [image: image252.png]uy = g(a)



, [image: image253.png]us = g(3)



. 


vii. Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος [image: image254.png]


εργαζόμαστε ως εξής:

Η συνάρτηση [image: image255.png]f) =

24



 έχει πεδίο ορισμού το [image: image256.png]


και γράφεται:
[image: image257.png]f(x)

T G129 -2)





[image: image258.png]




Αναζητούμε [image: image259.png]A BeR



έτσι ώστε να ισχύει [image: image260.png]


, για κάθε [image: image261.png]r€R—{£2}





Τότε [image: image262.png]_ A B A@@-2)+B@+2)
“rreiEo (z+2)(

—2A+Bx 2B _
@12)(@—2)






[image: image263.png]z(A+B)+2B-2A
(z+2)(z—2)





Με απαλοιφή παρανομαστών, έχουμε τελικά: [image: image264.png](A+ B)r+ (2B —2A) =1



 για κάθε [image: image265.png]r€R—{£2}





Τότε θα πρέπει: [image: image266.png]


   (1) και [image: image267.png]


   (2)

Από τη λύση του συστήματος των (1), (2)έχουμε: [image: image268.png]


, [image: image269.png]




Τότε:   [image: image270.png]


                                   [image: image271.png]-1
z+2)



  [image: image272.png]


      
Άρα: [image: image273.png]—1 1

" -1 1
Oz +2) 4(z-2)

dr+ [ PP

1
lde =] sy

dx =




[image: image274.png]1 1 1 1 1 1
[—lln\r+2\]é+[Zln\z—ZHé:—Zln3+11n2+0—11112: 71113




Μεθοδολογία
Για την ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων [image: image275.png]


, όπου [image: image276.png]


πολυώνυμο βαθμού ν και [image: image277.png]Q(x)



πολυώνυμο βαθμού μ, με [image: image278.png]


, εκτελούμε τη διαίρεση και προκύπτει:

[image: image279.png]


.

· Αν [image: image280.png]


, τότε [image: image281.png]


.

Αν [image: image282.png]Y(z) #Q'(x)



και το [image: image283.png]Q(x)



έχει τόσες πραγματικές ρίζες, όσες και ο βαθμός του μ, δηλαδή γράφεται:

[image: image284.png]Qz) =a(z—p)(z—p2)...(x— pu)



,
τότε μπορούμε να υπολογίσουμε πραγματικές σταθερές [image: image285.png]


, έτσι ώστε, να ισχύει:
[image: image286.png]Y(z) Ay Ay A

0@ o) e T T




 για κάθε [image: image287.png]zeR—{p,m




. Οι σταθερές αυτές υπολογίζονται, από την ισότητα των πολυωνύμων που προκύπτει, αφού πρώτα κάνουμε απαλοιφή παρανομαστών. 

viii. [image: image288.png]/2 MHT d /2 KT

i — o
S ™ = s T o




.

Θέτουμε [image: image289.png]ovvr = u = du = —nprdr



και για [image: image290.png]


είναι [image: image291.png]Wl



, για [image: image292.png]


είναι [image: image293.png]


.

Άρα [image: image294.png]w2 UT






[image: image295.png]



[image: image296.png]1 2 L i L1013
gDl 4 Dot 2 = Sl pin =





[image: image297.png]1 3 1 1
—5Ing—3)=—>(n1—In2—m3+2) =3 =Iv3




Μεθοδολογία
Για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων που περιέχουν τριγωνομετρικές συναρτήσεις είναι δυνατόν να χρησιμοποιήσουμε γνωστούς τύπους από την Τριγωνομετρία (όπως για παράδειγμα: [image: image298.png]nlz + ovfr =1



, [image: image299.png]1—nu?



, [image: image300.png]


, κ.α.) 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2
Εκφώνηση
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [image: image301.png]3 le? = 1]dx




. 

Λύση
Έστω η συνάρτηση [image: image302.png]21
|
flz) =



η οποία είναι συνεχής στο σύνολο [image: image303.png]


, άρα συνεχής και στο [image: image304.png]


.

Έχουμε ότι:   [image: image305.png]2?2 -1, z € (—o0,—1]U[l,+00)
f(r):\ztn:{f%z_ le(f‘;(il[) 0





Τότε: [image: image306.png]J3 fl)dz = [ |2* — 1| ds

S —2?)dz + f{(2® - 1)dz =




[image: image307.png]



Μεθοδολογία
Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα [image: image308.png]i
(2)d



μιας συνάρτησης f πολλαπλού τύπου, π.χ. της μορφής:

                      [image: image309.png]fi), zelay)
@)= { h@), zelnfl



  εργαζόμαστε ως εξής:

Αποδεικνύουμε τη συνέχεια της συνάρτησης [image: image310.png]


στο γ και στο [image: image311.png]


 και στη συνέχεια έχουμε [image: image312.png]121
(x)d:
=
AL
(z)dz
+
I
fa(2)d





Αν ο τύπος της συνάρτησης [image: image313.png]


έχει απόλυτη τιμή, μετασχηματίζουμε τη συνάρτηση σε πολλαπλού τύπου και εργαζόμαστε με ανάλογο τρόπο. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3
Εκφώνηση
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [image: image314.png]S (ovve — o - quz) de.




Λύση
Έχουμε:
[image: image315.png]S (ovve —z - qua) de = [F [(2)ovvz + 2 - (ovvz)] dr





[image: image316.png]g
o

(2 ovva)dr — [z - cvva)





[image: image317.png]



Μεθοδολογία
Αναζητάμε μια παράγουσα της συνάρτησης [image: image318.png]


που είναι στο ολοκλήρωμα, δηλαδή αναζητάμε μια συνάρτηση [image: image319.png]F(x)



που αν την παραγωγίσουμε θα βρούμε την [image: image320.png]


. Οδηγός μας προς τούτο σ’ αυτή τη διαδικασία είναι οι κανόνες παραγώγισης. Πρέπει να δώσουμε στην [image: image321.png]


τέτοια μορφή ώστε να αποκαλυφθεί η αρχική της συνάρτηση. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4
Εκφώνηση
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [image: image322.png]iz +3)-etde



. 

Λύση

Έχουμε 

[image: image323.png]S (@+3)-etde = [} (z+3)- () da





[image: image324.png]=[(z+3)- s — [y (x+3) - e*de





[image: image325.png][(x+3) -] — fy e"dz





[image: image326.png]=[(z+3) -y — [y





[image: image327.png]= (4e—3)—(e—1)=3e—2




Μεθοδολογία

Εφαρμόσαμε τον τύπο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες: 

[image: image328.png]J2 f(2)- g (2)dz = [f(z) - g(2))? — [7 f'(2) - g(z) dz





Η ολοκλήρωση κατά παράγοντες είναι ιδιαίτερα αποτελεσματική για ολοκληρώματα της μορφής [image: image329.png][? P(z) - ek dx



, [image: image330.png][ P(z) - pp(kz) de, k#0



, [image: image331.png]J? P(z) - ovv(ke) de



, όπου [image: image332.png]


πολυώνυμο του [image: image333.png]


και [image: image334.png]a#0



. Στην περίπτωση αυτή επιλέγουμε ως [image: image335.png]


το [image: image336.png]


, διότι η παράγωγος μιας πολυωνυμικής συνάρτησης είναι πολυώνυμο μικρότερου βαθμού, ενώ η παράγωγος των εκθετικών και των τριγωνομετρικών συναρτήσεων είναι βασικά πάλι συναρτήσεις της ίδιας μορφής. Μετασχηματίζουμε έτσι το ολοκλήρωμα σε ένα ολοκλήρωμα απλούστερης μορφής. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5
Εκφώνηση
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [image: image337.png]S pe - e dx.




Λύση

Έστω [image: image338.png]npz - e de



. Έχουμε:

[image: image339.png]




[image: image340.png]




[image: image341.png]— [z eI — [F ooz e dn





[image: image342.png]*ouvr - (&%) de





[image: image343.png]— e — [ovvz- el + [F (ovva) - et dz





[image: image344.png]%+L7.“u%nﬂr'i’zd1






[image: image345.png]




Επομένως [image: image346.png]


.

Άρα [image: image347.png]


. 

Μεθοδολογία
Σε ολοκληρώματα της μορφής “[image: image348.png]


 (τριγωνομετρική συνάρτηση)[image: image349.png]


 (εκθετική συνάρτηση)[image: image350.png]dr



 ” εφαρμόζουμε συνήθως τον τύπο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες [image: image351.png]S2 f(2) - ¢ (2)dz = [f(z) - — 2 1'(2) - gla)dx



δυο φορές, επιλέγοντας για το ρόλο της [image: image352.png]


την ίδια συνάρτηση και στις δυο φορές. Παρατηρούμε τότε ότι το αρχικό ολοκλήρωμα ξαναεμφανίζεται και επιλύουμε ως προς αυτό. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6
Εκφώνηση
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [image: image353.png][E iz dx



. 

Λύση

Έχουμε:

[image: image354.png]




[image: image355.png]—[inz 2] — [ (inz)' -z dz





[image: image356.png]




[image: image357.png]—@2—e)- [T1dx





[image: image358.png]= (22 —¢)— (2 —e) =€




Μεθοδολογία
Σε ολοκληρώματα της μορφής “[image: image359.png]


 (πολυώνυμο)[image: image360.png]“Inzdr



 ” εφαρμόζουμε την ολοκλήρωση κατά παράγοντες [image: image361.png]J2 f(2)- g (2)dz = [f(z) - g(2))? — [7 f'(2) - g(z) dz



, αλλά για το ρόλο της [image: image362.png]


χρησιμοποιούμε την πολυωνυμική συνάρτηση. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7
Εκφώνηση
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [image: image363.png]Lz
Jo \/z:ﬁd"'



. 

Λύση

Θέτουμε: [image: image364.png]


.  Άρα έχουμε: [image: image365.png]


, [image: image366.png]du = (22 +1)'dr = 2dx



και 
όταν [image: image367.png]


 είναι [image: image368.png]


, ενώ όταν [image: image369.png]


 είναι [image: image370.png]


.

Επομένως:

[image: image371.wmf]1

0

ò

x+1

dx

2x+1

= 
[image: image372.wmf]3

1

 

×

ò

u+1

2

1

2

du

u

 =  
[image: image373.wmf]3

1

 

ò

1

4

u+1

du

u

 = 

[image: image374.png]




[image: image375.png]




[image: image376.png]




[image: image377.png]—r2fud] vt o] < HeVE- D+ (VB 1) = VB2




Μεθοδολογία

Χρησιμοποιήσαμε την τεχνική της ολοκλήρωσης με αντικατάσταση. Στην ολοκλήρωση με αντικατάσταση:

· Επιλέγουμε μια συνάρτηση [image: image378.png]u = u(z)



. 

· Εκφράζουμε το [image: image379.png]


με όρους του [image: image380.png]


και το [image: image381.png]dr



με όρους του [image: image382.png]


και του [image: image383.png]du



, χρησιμοποιώντας τον τύπο [image: image384.png]du = u'(z)dz



.

· Βρίσκουμε τα νέα άκρα ολοκλήρωσης [image: image385.png]


και [image: image386.png]


.

· Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα.
· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8
Εκφώνηση
Δίνεται η συνάρτηση  [image: image387.png]L[ 1=t —1<z<0
@)=\ 14z, o<z<n



.

i. Να εξετάσετε την [image: image388.png]


ως προς τη συνέχεια.

ii. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [image: image389.png]7 f(x)dz



.

Λύση

i. Για [image: image390.png]—1<z<0



έχουμε [image: image391.png]


που είναι συνεχής ως πολυωνυμική.

Για [image: image392.png]0<x<m



έχουμε [image: image393.png]flz) =14 nux



που είναι συνεχής ως άθροισμα της σταθερής συνάρτησης [image: image394.png]


και της [image: image395.png]fo(z) = nux



που είναι συνεχείς. 

Θα εξετάσουμε τη συνέχεια της [image: image396.png]


στο σημείο 0. Έχουμε [image: image397.png]flO)y=140=1



και [image: image398.png]


, άρα η [image: image399.png]


είναι συνεχής και στο 0.

ii. Έχουμε 

[image: image400.png][, f(2)de + [7 f(z)de






[image: image401.png]7f (1—2a%)dz+ [ (1+nuz)dx





[image: image402.png]




[image: image403.png]- (-55)

+ [(7 — ovvr) — (0 — guw0)]





[image: image404.png]4§

wl 0o




Μεθοδολογία

Όταν θέλουμε να βρούμε το ορισμένο ολοκλήρωμα συνάρτησης που ορίζεται με δυο ή περισσότερους κλάδους, τότε:

· Εξετάζουμε τη συνέχεια της συνάρτησης. 

· Εφόσον η συνάρτηση είναι συνεχής, βρίσκουμε το ολοκλήρωμα της συνάρτησης κατά κλάδο και προσθέτουμε τα επιμέρους ολοκληρώματα.

Κλείνοντας λοιπόν το σημερινό μας μάθημα, πρέπει στη συνέχεια να μελετήσουμε πολύ καλά τη θεωρία και τα παραπάνω παραδείγματα υπολογισμού  ολοκληρωμάτων.
Περιμένω πάντα να επικοινωνήσετε μαζί μου στο e-mail: tzanetatos@sch.gr, στέλνοντάς μου τις ερωτήσεις σας και ενημερώνοντάς με για την πρόοδο της μελέτης σας. 
Θυμηθείτε ότι δεν είμαστε σε διακοπές !!!

Να είστε καλά και να προσέχετε !!!

Ο καθηγητής σας των Μαθηματικών

Γεράσιμος   Τζανετάτος

*** Η Θεωρία και τα Παραδείγματα προέρχονται από τον ιστότοπο  www.study4exams.gr . 
+
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