Γεια σας  και  χαρά σας και πάλι καλά μου παιδιά και καλό μήνα !!!

Καταρχάς ελπίζω κάθε φορά που επικοινωνούμε ότι σας βρίσκω καλά στην υγεία σας, όπως και τους δικούς σας, δυνατούς και γεμάτους αισιοδοξία. 

Όπως βλέπετε αγαπημένοι μου μαθητές  και αγαπημένες μου μαθήτριες, δεν σας έχω ξεχάσει. Πώς θα μπορούσε άλλωστε να συμβεί «κάτι τέτοιο». . .. Πάμε λοιπόν και πάλι, πιστεύω με πολλή «όρεξη» πια από την πλευρά σας, στα «δικά μας» !!!  Όπως ήδη σας έχω γράψει σε προηγούμενα μαθήματα, πρέπει επιτέλους να κινητοποιηθούμε για να κερδίσουμε τον χαμένο χρόνο!!!

Στο σημερινό μας μάθημα ας δούμε αρχικά τις λύσεις των Ασκήσεων, που είχαμε για λύση επάνω στο Θεώρημα Μέσης Τιμής από το προηγούμενο μάθημα. Είχαμε λοιπόν για λύση τις εξής Ασκήσεις: 
· ΑΣΚΗΣΗ 1
Εκφώνηση
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση [image: image1.png]28 —dz, <2
f(”):{slum, r>2



, ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [image: image2.png]


και στη συνέχεια να βρείτε όλα τα [image: image3.png]&€ (0,4)



για τα οποία ισχύει το θεώρημα. 

Λύση

Η [image: image4.png]


 για [image: image5.png]r<?2



και [image: image6.png]r>2



είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με:

[image: image7.png]fl(x) = (z* —4z) =322 — 4



, για κάθε [image: image8.png]x€10,2)



και [image: image9.png]f(x) =(8z—16) =8



, για κάθε [image: image10.png]x€(2,4]



. 
Θα εξετάσουμε αν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο [image: image11.png]


. Έχουμε:

· [image: image12.png]




[image: image13.png]lim [o (@ +2)] =




· [image: image14.png]o2t

r—2




Εφόσον [image: image15.png]lim ="

f@) = @)y, f@ =1

zs2- T —2 T i 1 -2



η [image: image16.png]


 είναι παραγωγίσιμη στο σημείο [image: image17.png]


με [image: image18.png]


. 

Δηλαδή η [image: image19.png]


 είναι παραγωγίσιμη στο [image: image20.png]


, με [image: image21.png], 327 -4, 0<z<2
f@):{ 8, 2<z<4



, άρα και συνεχής στο [image: image22.png]


. 

Επομένως η [image: image23.png]


 ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [image: image24.png]


, οπότε θα υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: image25.png]&€ (0,4)



τέτοιο, ώστε: 

[image: image26.png]



· Για [image: image27.png]0<&E<2



είναι [image: image28.png], , 8 s
f({):3{2—4:)352—4*44:»5‘:3@{::&\/3





[image: image29.png]


δεκτή ( [image: image30.png]2V6

3

€(0,2)



) ή [image: image31.png]


απορρίπτεται                    ( [image: image32.png]


 ). 

· Για [image: image33.png]<€E<4



είναι [image: image34.png]


, άρα δεν υπάρχει [image: image35.png]£e(2,4)



τέτοιο ώστε [image: image36.png]


.

Συνεπώς υπάρχει μοναδικό [image: image37.png]&€ (0,4)



τέτοιο ώστε [image: image38.png]re=18-70



. 

Μεθοδολογία
Όταν θέλουμε να δείξουμε ότι ισχύει το Θ.Μ.Τ στο [image: image39.png]


σε συνάρτηση διπλού τύπου, πρέπει με τον ορισμό να δείξουμε ότι είναι παραγωγίσιμη άρα και συνεχής, στο σημείο [image: image40.png]20 € (a, B)



του πεδίου ορισμού της, στο οποίο αλλάζει τύπο. 
· ΑΣΚΗΣΗ 2
Εκφώνηση
Δίνεται η συνάρτηση [image: image41.png]1
z+ —nu(rz), <0
f(z) = T
2?42z, >0



. 

Να αποδείξετε ότι η [image: image42.png]


 ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεωρήματος Μέσης Τιμής στο [image: image43.png]


και να βρείτε τα σημεία [image: image44.png]£e(-2,2)



για τα οποία ισχύει. 

Λύση
Η [image: image45.png]


 είναι συνεχής σε κάθε [image: image46.png]<0



ως πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων και σε κάθε [image: image47.png]x>0



ως πολυωνυμική. 
Στο [image: image48.png]


έχουμε:

· [image: image49.png]lim f(z) = lim (r ¥ iw(m) —o
Jmm 2

20~



, 

· [image: image50.png]im f(z) = lim (2
Jim f(z) = lim (¢

+2z) =0



και

· [image: image51.png]



Επομένως [image: image52.png]lim f(z) = lim f(z) = f(0)



δηλαδή η [image: image53.png]


 είναι συνεχής και στο [image: image54.png]


.
Έτσι η [image: image55.png]


 είναι συνεχής στο [image: image56.png]


οπότε και στο [image: image57.png]


.

Η [image: image58.png]


 είναι παραγωγίσιμη σε κάθε [image: image59.png]<0



με [image: image60.png]f'(z) = 1+ ovv(rz)



και σε κάθε [image: image61.png]x>0



με [image: image62.png]flx)=2w+2



.
Στο [image: image63.png]


έχουμε: 

· [image: image64.png]lim
230~

r—0

250 T

1
_ + —nu(rz)
(f(r) f(ﬂ)):hm gl





[image: image65.png]lim (L+M) —2

20 T




,
(διότι: [image: image66.png]i WATE) ez 0
i T

N



)

· [image: image67.png]lim
0+



[image: image68.png]


[image: image69.png]lim
0+



[image: image70.png]


 [image: image71.png]lim
0+



[image: image72.png]z(z+2)) _



[image: image73.png]lim
0+



[image: image74.png]



Επομένως [image: image75.png]lim
20—



[image: image76.png]


[image: image77.png]lim
0+



[image: image78.png]


δηλαδή η [image: image79.png]


 είναι παραγωγίσιμη και στο [image: image80.png]


.
Έτσι η [image: image81.png]


 είναι παραγωγίσιμη στο [image: image82.png]


οπότε και στο [image: image83.png]


με 

[image: image84.png]1+ovv(rz) avz<0
flx) = 2 avz =0
2z +2 avz>0



.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος Μέσης Τιμής για την [image: image85.png]


 στο διάστημα [image: image86.png]


και συνεπώς θα υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: image87.png]£e(-2,2)



τέτοιο ώστε

[image: image88.png]


[image: image89.png]'€=

8—(-2)

d



[image: image90.png]o=




Προσδιορισμός του [image: image91.png]


: Προφανώς [image: image92.png]


αφού [image: image93.png]1) =2



.

Αν [image: image94.png]£e(-2,0)



: [image: image95.png]5 3
Lt ovw(ng) = o & ovv(rg) = >1



αδύνατο. 

Αν [image: image96.png]£e (0,



: [image: image97.png]2

¢ +2

5
Fe%

ol




(δεκτό). 

· ΑΣΚΗΣΗ 3
Εκφώνηση
Να αποδείξετε ότι για τη συνάρτηση [image: image98.png]


και για οποιοδήποτε διάστημα [image: image99.png]


με [image: image100.png]


, εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. και ότι ο αριθμός [image: image101.png]£€(a,p)



, που ικανοποιεί το συμπέρασμα του Θ.Μ.Τ., είναι τέτοιος ώστε το [image: image102.png]


να είναι το κέντρο του διαστήματος [image: image103.png]


δηλαδή [image: image104.png]



Λύση
Η [image: image105.png]


 είναι συνεχής στο [image: image106.png]


και παραγωγίσιμη στο [image: image107.png]


με [image: image108.png]


.

Επομένως εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. για την [image: image109.png]


 στο [image: image110.png]




Συνεπώς θα υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: image111.png]£€(a,p)



τέτοιο ώστε 

[image: image112.png]€=

B—

Il

I6) = @)
a






[image: image113.png]


[image: image114.png]


[image: image115.png]2VE =

) (VB+va)

(3&



[image: image116.png]



· ΑΣΚΗΣΗ 4
Εκφώνηση
Δίνεται η συνάρτηση [image: image117.png]


με τύπο [image: image118.png]f(r):{ V2 ¥5 <2

—2?tar+f z>2



.

Να προσδιορίσετε τα [image: image119.png]a,feR



ώστε για τη συνάρτηση [image: image120.png]


 να ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο [image: image121.png]


. 

Λύση
Η [image: image122.png]


 είναι συνεχής σε κάθε [image: image123.png]r<?2



ως σύνθεση των συνεχών [image: image124.png]+5



(πολυωνυμική) και [image: image125.png]


. Επίσης είναι συνεχής σε κάθε [image: image126.png]r>2



 ως πολυωνυμική για οποιαδήποτε [image: image127.png]a, e R



. Για να ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την [image: image128.png]


 στο [-2,3] πρέπει η [image: image129.png]


 να είναι συνεχής στο [-2,3] και για να συμβεί αυτό πρέπει και αρκεί να είναι συνεχής στο [image: image130.png]


.
Επομένως πρέπει και αρκεί [image: image131.png]li
im f(z) = li
) = lim f(x) = f(2)

T2t



.  Στο [image: image132.png]


έχουμε: 

· [image: image133.png]Jim f(x) = lim (Va® +5) =3



(1), 

· [image: image134.png]lim f(z) = lim (=2 + az+ ) = —4+2a + 3
o

T2t



(2) και 

· [image: image135.png]


 (3)
Επομένως πρέπει [image: image136.png]—A+2a+ =34

f=T7T-2a




  (4).

Έτσι η συνάρτηση [image: image137.png]


 γίνεται [image: image138.png]Va?+5, <2

f(r):{ 2 tor+T -2, T>2




.

Η [image: image139.png]


 είναι παραγωγίσιμη σε κάθε [image: image140.png]r<?2



 ως σύνθεση των παραγωγίσιμων [image: image141.png]+5



(πολυωνυμική) και [image: image142.png]


με [image: image143.png]


. Επίσης είναι παραγωγίσιμη σε κάθε [image: image144.png]r>2



ως πολυωνυμική για οποιοδήποτε [image: image145.png]


με [image: image146.png]


. Για να ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την [image: image147.png]


 στο [-2,3] πρέπει η [image: image148.png]


 να είναι παραγωγίσιμη στο (-2,3) και για να συμβεί αυτό πρέπει και αρκεί να είναι παραγωγίσιμη στο [image: image149.png]


.

Επομένως πρέπει και αρκεί [image: image150.png]


. Στο [image: image151.png]


έχουμε: 

· [image: image152.png])= £(2) Va?i5-3 2245-9
= lim = lim -
-2 22— T—2 w2 \ (2 —2) (Va2 +5+3)

>:




[image: image153.png]lim T—2)(z+2 _ lin ( T+2 )
S \@-2) (Vat15+43) ) e \VeE1513



[image: image154.png]Wil Ko




· [image: image155.png]lim (f(z)—f(Z)) _ lim <712+m:+7—2a—3> _ lim <712+4+a1—2a) _

T2+ T —2 T2+ T —2





[image: image156.png]tim, (%) —lim(-z-2+a)=—4ta

22+





Άρα πρέπει και αρκεί [image: image157.png]dta—=
+a 3@




  και από την (4) είναι [image: image158.png]



Προχωρώντας στην επανάληψη του 2ου Κεφαλαίου  και μετά το Θεώρημα Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού, ερχόμαστε τώρα να δούμε τις συνέπειες του πολύ βασικού αυτού Θεωρήματος της Ανάλυσης:

· Συνέπειες Θεωρήματος Μέσης Τιμής 

ΘΕΩΡΗΜΑ 
Έστω μια συνάρτηση [image: image159.png]


 ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν: 

· η [image: image160.png]


 είναι συνεχής στο Δ και 

· [image: image161.png]


για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, 

τότε η [image: image162.png]


 είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ . 
Απόδειξη 
Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε [image: image163.png]


 ισχύει [image: image164.png]f(x1) = f(z2)



. 
Πράγματι, 

· Αν [image: image165.png]


, τότε προφανώς [image: image166.png]f(x1) = f(z2)



. 

· Αν [image: image167.png]T < T2



, τότε στο διάστημα [image: image168.png][z1,29]



η [image: image169.png]


 ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος μέσης τιμής. Επομένως υπάρχει [image: image170.png]&€ (z1,22)



τέτοιο, ώστε 

[image: image171.png]e - Lwe) = )
T9 — T



. (1) 
Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ισχύει [image: image172.png]


, οπότε, λόγω της (1), είναι [image: image173.png]f(x1) = f(z2)



. 
Αν [image: image174.png]T2 < T1



, τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι [image: image175.png]f(x1) = f(z2)



. 
Σε όλες λοιπόν τις περιπτώσεις είναι [image: image176.png]f(x1) = f(z2)



. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 
Έστω δύο συναρτήσεις [image: image177.png]


, [image: image178.png]


 ορισμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν 

· οι [image: image179.png]


, [image: image180.png]


 είναι συνεχείς στο Δ και 

· [image: image181.png]


για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, 

τότε υπάρχει σταθερά [image: image182.png]


τέτοια, ώστε για κάθε [image: image183.png]re A\



να ισχύει: [image: image184.png]flz)=g(z) +c




Απόδειξη 
Η συνάρτηση [image: image185.png]


 – [image: image186.png]


 είναι συνεχής στο Δ και για κάθε εσωτερικό σημείο [image: image187.png]re A\



ισχύει: 
[image: image188.png]


. 


Επομένως, σύμφωνα με το παραπάνω Θεώρημα, η συνάρτηση [image: image189.png]


 – [image: image190.png]


 είναι σταθερή στο Δ. Άρα υπάρχει σταθερά [image: image191.png]


 τέτοια, ώστε για κάθε [image: image192.png]re A\



να ισχύει, 

[image: image193.png]flz)—g(z) =c



, οπότε [image: image194.png]flz)=g(z) +c



. 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ 
[image: image653.png]



Από το σχήμα προκύπτει, ότι αν οι γραφικές παραστάσεις των [image: image195.png]


 και [image: image196.png]


 έχουν σε οποιοδήποτε [image: image197.png]


 που ανήκει στο Δ παράλληλες εφαπτόμενες, τότε η γραφική παράσταση της μιας προκύπτει από μια κατακόρυφη μετατόπιση, δηλαδή παράλληλα προς τον [image: image198.png]


, της άλλης γραφικής παράστασης κατά [image: image199.png]


 μονάδες, προς τα πάνω αν [image: image200.png]


 > 0 ή προς τα κάτω αν [image: image201.png]


 < 0. 

Σημαντικές Παρατηρήσεις 

1. Το παραπάνω Θεώρημα καθώς και το Πόρισμά του ισχύουν σε διάστημα και όχι σε ένωση διαστημάτων. 
Προσοχή: Ισχύουν όμως σε κάθε διάστημα ξεχωριστά (Παρατήρηση 3). 

Παράδειγμα 
Έστω η συνάρτηση [image: image202.png]


με τύπο: 
[image: image203.png]mw={ 3550




Παρατηρούμε ότι, αν και [image: image204.png]


για κάθε [image: image205.png]& € (—00,0) U (0,400)



εντούτοις η [image: image206.png]


 δεν είναι σταθερή στο [image: image207.png]


και αυτό γιατί η [image: image208.png]


 δεν είναι συνεχής στο [image: image209.png]


, αλλά είναι συνεχής σε καθένα ξεχωριστά από τα διαστήματα [image: image210.png]


.
Άρα μπορεί η [image: image211.png]


, χωρίς η [image: image212.png]


να είναι σταθερή. 

1. Αν για μια συνάρτηση [image: image213.png]


 ισχύει: [image: image214.png]fl(z) =kf(x)



, για κάθε [image: image215.png]rc R



, και [image: image216.png]ke R



σταθερά τότε: 
υπάρχει [image: image217.png]cceR



σταθερά έτσι ώστε [image: image218.png]flz)=c-e=



, για κάθε [image: image219.png]rc R



. 

Σχόλιο: Για κ=1 ισχύει η ισοδυναμία: 

[image: image220.png]fl(z) =

fl@) & f(z) =ce®



, για κάθε [image: image221.png]rc R



, όπου [image: image222.png]cceR



σταθερά. 

2. Αν ισχύει: [image: image223.png]


με [image: image224.png]e AUAy



, τότε: 

· [image: image225.png]f(2)=g(z)+c



αν [image: image226.png]ey




και 

· [image: image227.png]fl@)=g(z) +e



αν [image: image228.png]EESWAV)



. 
Ας δούμε τώρα διάφορα Παραδείγματα:
· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1
Εκφώνηση

Δίνεται συνάρτηση [image: image229.png]fR—=R



παραγωγίσιμη στο [image: image230.png]


, για την οποία ισχύει:
[image: image231.png]f'(z) =3f(z)



για κάθε [image: image232.png]rc R



και [image: image233.png]) =5



.
Να δείξετε ότι η συνάρτηση [image: image234.png]


είναι σταθερή και να βρεθεί ο τύπος της [image: image235.png]


. 

Λύση
Παραγωγίζοντας την [image: image236.png]


, έχουμε:

[image: image237.png]g(x) =—3e% . flz)+e . f(x)



,  (1) όμως , έχει δοθεί:
[image: image238.png]


,   (2)
άρα από την (1), βάσει της (2), παίρνουμε:

[image: image239.png]Sl

() = =373 . f () + 3737 f(z)



, για κάθε [image: image240.png]rc R



, δηλαδή η συνάρτηση [image: image241.png]


είναι σταθερή.
Έχουμε:
[image: image242.png]


,  (3), για κάθε [image: image243.png]rc R



και [image: image244.png]


πραγματική σταθερά.
Συνεπώς , βάσει της (3), έχουμε:

[image: image245.png]


, δηλαδή [image: image246.png]flz)=ce® 2R



.   (4)
Αφού από την υπόθεση έχουμε: [image: image247.png]) =5



, για [image: image248.png]


 από την (4) παίρνουμε: [image: image249.png]ol —



, άρα ο τύπος της [image: image250.png]


, λόγω της (4), είναι:
[image: image251.png]f(z) :égh. z€R



. 

Μεθοδολογία
Για να δείξουμε ότι μια συνεχής συνάρτηση [image: image252.png]


είναι σταθερή σε ένα διάστημα [image: image253.png]


, αρκεί να δείξουμε ότι: [image: image254.png]


για κάθε [image: image255.png]re A\



.

Επίσης, αν θέλουμε να βρούμε και τον τύπο μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης, η οποία «συνδέεται» με την [image: image256.png]


, αρκεί να δίνεται η τιμή της συνάρτησης αυτής για ένα οποιοδήποτε [image: image257.png]re A\



. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2
Εκφώνηση
Να βρείτε τον τύπο της [image: image258.png]frA—=R



, στις παρακάτω περιπτώσεις:

i. [image: image259.png]f(x) =32® — 6z +2



, [image: image260.png]


, με [image: image261.png]



ii. [image: image262.png]Py -2

et




, [image: image263.png]


, με [image: image264.png]



iii. [image: image265.png]ovvr, € A=R



, με [image: image266.png]


και [image: image267.png]



Λύση
i. Έχουμε, 
[image: image268.png]fl(x) =322 =642 & f (z) = (2* =322 + 22) & f (= 3302 4-2r+c




(1), [image: image269.png]cceR



.
Επειδή [image: image270.png]


, από την (1) για [image: image271.png]


 παίρνουμε: [image: image272.png]


.
Συνεπώς ο τύπος της συνάρτησης είναι:
[image: image273.png]322 42245




, [image: image274.png]rc R



.

ii. [image: image275.png]2ze” — a%e”

&2

R

1w =2 e =





[image: image276.png]Fl@) =

(z%)e"

—ai(e)

(e2)?

& fia) = (”
E



 (2), [image: image277.png]cceR



.
Επειδή [image: image278.png]


, από την (2) για [image: image279.png]


 παίρνουμε: [image: image280.png]


.
Συνεπώς, ο τύπος της συνάρτησης είναι:
[image: image281.png]£

flo) ==

=



, [image: image282.png]rc R



. 

iii. [image: image283.png]f(x) =€ —ovvz & (f'(z)) = (e —nuz)’ < f'(z) = € —nuz +c1



(3), [image: image284.png]cpeR



.
Επειδή [image: image285.png]


, από την (3)  για [image: image286.png]


 παίρνουμε:[image: image287.png]


, οπότε από την (3) θα έχουμε:
[image: image288.png]fl(x) =e® —nuz & f(z) = (" + ovvz) & f(z) = e +ovvr + e



(4), [image: image289.png]ceR



.
Ομοίως, από την (4), επειδή [image: image290.png]


 και για [image: image291.png]


, παίρνουμε: [image: image292.png]


.
Συνεπώς, ο τύπος της συνάρτησης είναι:
[image: image293.png]e +owr+1, 7R



. 

Μεθοδολογία
Αν θέλουμε να βρούμε τον τύπο μιας συνάρτησης [image: image294.png]


, για την οποία ισχύει [image: image295.png]f'(z) =g(z)



, για κάθε [image: image296.png]


 που ανήκει σε διάστημα Δ, όπου [image: image297.png]


γνωστή συνάρτηση, τότε:

· βρίσκουμε συνάρτηση [image: image298.png]


τέτοια ώστε: [image: image299.png]


, για κάθε [image: image300.png]


 που ανήκει σε διάστημα Δ, οπότε: 

· θα έχουμε: [image: image301.png]fl(z) =G'(2)



, για κάθε [image: image302.png]re A\



, 

επομένως, [image: image303.png]flz)=G(z)+c, 2 €A, ¢



σταθερά. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3
Εκφώνηση
Να βρείτε την παραγωγίσιμη συνάρτηση [image: image304.png]f:(0,400) = R



, για την οποία ισχύει:
[image: image305.png]2% f'(x) + 2z f(z) = 22 f(z)



, για κάθε [image: image306.png]x>0



και [image: image307.png]


. 

Λύση
Η δοθείσα σχέση, ισοδυνάμως μετασχηματίζεται ως εξής:
[image: image308.png]2 f(z)+22f (z) =2 f(z) &2 f(2)+ (@) flz) =27 f(2) &




[image: image309.png]&[22 flz)] =22 f(z)



   (1), για κάθε [image: image310.png]x>0



.
Συνεπώς, βάσει της ισοδυναμίας: [image: image311.png]fl(z) =

fl@) & f(z) =ce®



από την (1) έχουμε:
[image: image312.png]2 (@) —c-e o f@)=




, [image: image313.png]x>0



   (2).
Επειδή [image: image314.png]


, από την (2) για [image: image315.png]


 παίρνουμε: [image: image316.png]


.
Επομένως  ο τύπος της συνάρτησης είναι:
[image: image317.png]f@) = % 2 € (0, +0).




Μεθοδολογία
Αν έχουμε ισότητα της μορφής, [image: image318.png]H(z, f'(z), f(z)) = A(z) f(z), A(x) #0,



 (1), για κάθε [image: image319.png]


που ανήκει στο κοινό πεδίο ορισμού [image: image320.png]


 των συναρτήσεων της σχέσης (1), τότε:

· Με κατάλληλους μετασχηματισμούς η (1) παίρνει την μορφή, [image: image321.png]


ή 
[image: image322.png]


(2), για κάθε [image: image323.png]re A\



, όπου [image: image324.png]


γνωστές συναρτήσεις , με [image: image325.png]B(x) #0, T(x) #0



, για κάθε [image: image326.png]re A\



. 

· Ισοδυνάμως, έχουμε ότι:
[image: image327.png]


  ή [image: image328.png]


για κάθε [image: image329.png]re A\



, όπου [image: image330.png]


 πραγματική σταθερά. 

· Στη συνέχεια, από συνθήκες που θα δίνονται για τις συναρτήσεις του προβλήματος, θα προσδιορίζεται η σταθερά [image: image331.png]


 και κατά συνέπεια ο τύπος της [image: image332.png]


. 
· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4
Εκφώνηση
Να βρείτε τη συνάρτηση [image: image333.png]


 στις παρακάτω περιπτώσεις:

i. H [image: image334.png]


είναι παραγωγίσιμη στο [image: image335.png]


με [image: image336.png]


και [image: image337.png]f(z) =32 — 22 4 ovve — 2



για κάθε [image: image338.png]rc R



. 

ii. H [image: image339.png]


είναι παραγωγίσιμη στο [image: image340.png]


με [image: image341.png]


και [image: image342.png]


για κάθε [image: image343.png]x € (0, 400)



. 

iii. H [image: image344.png]


είναι παραγωγίσιμη στο [image: image345.png]


με [image: image346.png]


και [image: image347.png]f(z) = ovve — znux



για κάθε [image: image348.png]rc R



. 

iv. H [image: image349.png]


είναι παραγωγίσιμη στο [image: image350.png]


με [image: image351.png]


και [image: image352.png]f(z) = € (nu2z + 20v02x)



για κάθε [image: image353.png]rc R



. 

v. H [image: image354.png]


είναι παραγωγίσιμη στο [image: image355.png](0,7)



με [image: image356.png]


και [image: image357.png]s (g M — T ovvT
HON

1—ovx



για κάθε [image: image358.png]x € (0,m)



. 

Λύση
i. Για κάθε [image: image359.png]rc R



έχουμε:

[image: image360.png]fl(x)=32 -2z 40wz —2&





[image: image361.png]




[image: image362.png]


.
Άρα υπάρχει σταθερά [image: image363.png]


ώστε: [image: image364.png]


   (1)

Επειδή [image: image365.png]


, για [image: image366.png]


από την (1) βρίσκουμε: [image: image367.png]f0)=cec=2



.
Άρα: [image: image368.png]


για κάθε [image: image369.png]rc R



. 

ii. Για κάθε [image: image370.png]x € (0, 400)



έχουμε:
[image: image371.png]



[image: image372.png]@) = (B + (nz) + (ﬁ) o @)= (Ve 3)



Άρα υπάρχει σταθερά [image: image373.png]


ώστε: [image: image374.png]f(r):ﬁ+lnz+§+c



   (2)

Επειδή [image: image375.png]


, για [image: image376.png]


από την (2) βρίσκουμε:
[image: image377.png]1
F)=14047+ce3=21coc=1



.
Άρα: [image: image378.png]f(z):ﬁ+lnr+é+1



για κάθε [image: image379.png]x € (0, 400)



. 

iii. Για κάθε [image: image380.png]rc R



έχουμε:
[image: image381.png]f(z) = ovve — znuz < f'(z) =2’ - cvvz + z - (ovvz) &



[image: image382.png]f'(z) = (z - ovvx)



.
Άρα υπάρχει σταθερά [image: image383.png]


ώστε:[image: image384.png]f(z)=z -ovvr+c



   (3)

Επειδή [image: image385.png]


, για [image: image386.png]


από την (3) βρίσκουμε: 
[image: image387.png]


.
Άρα: [image: image388.png]f(z)=z-ovvzx



για κάθε [image: image389.png]rc R



. 

iv. Για κάθε [image: image390.png]rc R



έχουμε:

[image: image391.png]f(z) = € (qu2z 4 20v12z) & f' (.

N2z + €% - 20012z &




[image: image392.png]f () = (&%) - qu2z + €% - (nu2z) <





[image: image393.png](e® - nu2z)



.
Άρα υπάρχει σταθερά [image: image394.png]


ώστε: [image: image395.png]


   (4)

Επειδή [image: image396.png]


, για [image: image397.png]


από την (4) βρίσκουμε: [image: image398.png]f(0)=1-0+ces0=c



.
Άρα: [image: image399.png]f(z)=¢e"-nu2r



για κάθε [image: image400.png]rc R



. 

v. Για κάθε [image: image401.png]x € (0,m)



έχουμε:
[image: image402.png]&

, nur —z-ovvz o, (@) - npr — - (np)’
;) — - _
I'@) 1— oo’z I ez



[image: image403.png]f'(@)

(=)



.
Άρα υπάρχει σταθερά [image: image404.png]


ώστε: [image: image405.png]


   (5)
Επειδή [image: image406.png]


, για [image: image407.png]


από την (5) βρίσκουμε: 

[image: image408.png]


.
Άρα: [image: image409.png]


για κάθε [image: image410.png]x € (0,m)



. 

Μεθοδολογία
Έστω μία συνάρτηση [image: image411.png]


ορισμένη και συνεχής σε ένα διάστημα [image: image412.png]


. Αν ζητείται συνάρτηση [image: image413.png]


ορισμένη και παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα [image: image414.png]


ώστε: [image: image415.png]f'(z) =g(z)



για κάθε [image: image416.png]re A\



ενεργούμε ως εξής:
Βρίσκουμε μια συνάρτηση [image: image417.png]


παραγωγίσιμη στο [image: image418.png]


ώστε: [image: image419.png]


για κάθε [image: image420.png]re A\



. (Υπάρχει τέτοια συνάρτηση εφόσον η [image: image421.png]


είναι συνεχής). Έτσι έχουμε: [image: image422.png]fl(z) =h(z)



για κάθε [image: image423.png]re A\



.
Άρα υπάρχει σταθερά [image: image424.png]


ώστε [image: image425.png]f(z)=h(z)+c



για κάθε [image: image426.png]re A\



.
Αν επιπλέον δίνεται κάποια συνθήκη που ικανοποιεί η [image: image427.png]


, τότε μπορούμε να υπολογίσουμε τη σταθερά [image: image428.png]


και έτσι θα έχουμε υπολογίσει τη συνάρτηση [image: image429.png]


.
Τέλος ελέγχουμε αν η συνάρτηση που προσδιορίσαμε είναι η ζητούμενη. 
· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5
Εκφώνηση
Να βρείτε τη συνάρτηση [image: image430.png]


η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [image: image431.png]


με [image: image432.png]1(3)=m2 r(§)-1



και τέτοια ώστε [image: image433.png]


για κάθε [image: image434.png]


. 

Λύση
Για κάθε [image: image435.png]


έχουμε: [image: image436.png]F(@) = — o (£ @) — (con)

oot



.

Άρα υπάρχει σταθερά [image: image437.png]


ώστε:
[image: image438.png]fl(z)=€px +c



.
Για [image: image439.png]


 έχουμε: [image: image440.png]f’(g):LJrcq:)L:LJrc(:»r:D



.

Άρα: [image: image441.png]F(x) = epr & f(2) = LB f(x) = _ T o f(z)= 7(”WI)' o

oovT oovT ouvT





[image: image442.png]f'(z) = [-In|ovwz| ] & f(z) = —In|ovvz| +c



.

Επειδή [image: image443.png]


, είναι [image: image444.png]ovvx >0



οπότε: [image: image445.png]f(z)=—In(ovvz)+c



.

Επειδή [image: image446.png]


, έχουμε:

[image: image447.png]13) :—ln(ou)/3)+r<:>ll12——1n< )+c<:>





[image: image448.png]In2 (In1—=1In2) +ecsc=0




.
Άρα: [image: image449.png]f(z) = —1In(ovvz)



, [image: image450.png]


. 

Μεθοδολογία
Έστω μία συνάρτηση [image: image451.png]


ορισμένη και συνεχής σε ένα διάστημα [image: image452.png]


. Αν ζητείται συνάρτηση [image: image453.png]


ορισμένη και παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα [image: image454.png]


ώστε: [image: image455.png]f'(z) =g(z)



για κάθε [image: image456.png]re A\



ενεργούμε ως εξής:

Βρίσκουμε μια συνάρτηση [image: image457.png]


παραγωγίσιμη στο [image: image458.png]


ώστε: [image: image459.png]


για κάθε [image: image460.png]re A\



. (Υπάρχει τέτοια συνάρτηση εφόσον η [image: image461.png]


είναι συνεχής). Έτσι έχουμε: [image: image462.png]fl(z) =h(z)



για κάθε [image: image463.png]re A\



.
Άρα υπάρχει σταθερά [image: image464.png]


ώστε [image: image465.png]f(z)=h(z)+c



για κάθε [image: image466.png]re A\



.

Αν επιπλέον δίνεται κάποια συνθήκη που ικανοποιεί η [image: image467.png]


, τότε μπορούμε να υπολογίσουμε τη σταθερά [image: image468.png]


και έτσι θα έχουμε υπολογίσει τη συνάρτηση [image: image469.png]


. Τέλος ελέγχουμε αν η συνάρτηση που προσδιορίσαμε είναι η ζητούμενη. 
· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6
Εκφώνηση
Έστω συνάρτηση [image: image470.png]


παραγωγίσιμη στο [image: image471.png]


, για την οποία ισχύουν οι σχέσεις:

[image: image472.png]


και [image: image473.png][f' () = f(z)] - (24 ovvzx) + f(x) -puz =0



για κάθε [image: image474.png]rc R



. 
Να βρείτε τη συνάρτηση [image: image475.png]


. 

Λύση
Για κάθε [image: image476.png]rc R



έχουμε: 

[image: image477.png][f' () = f(z)] - (24 ovvx) + f(z) -quzr =0 &





[image: image478.png]f(z)- (2+ovvz) — f(z)- (2+ gvva)+ f(x) -nuz =0 &





[image: image479.png]f(z)- (24 ovvz) + f(z)-nur = f(z)- (2 + ovve) &





( και επειδή [image: image480.png]2+0o
vvr)? £0



αφού [image: image481.png]—1<owz <1



έχουμε )

[image: image482.png]f'(z)- 2+ ovwz)+ f(x) -quz _ f(z)-(2+ovvx)
= =Y

5
(2 + ovvz) (24 ovvz)?





[image: image483.png]/(@) ) f(z)

2t ovz) 2+ ouvvz



. 

Άρα υπάρχει σταθερά [image: image484.png]


ώστε: [image: image485.png]/()

2+ ovvx

— et & f(2) = (2 + ovva)e”



για κάθε [image: image486.png]rc R



. 

Για [image: image487.png]


, επειδή [image: image488.png]


, έχουμε: [image: image489.png]2
j'(O):«:-3-5“4:>c:5



. 

Άρα η ζητούμενη συνάρτηση είναι: [image: image490.png]F@)= 2(2 fowr)er, reR



. 

Μεθοδολογία
Χρησιμοποιήσαμε τη βασική πρόταση: 
Αν η συνάρτηση [image: image491.png]


είναι συνεχής σε ένα διάστημα [image: image492.png]


και παραγωγίσιμη σε κάθε εσωτερικό σημείο του [image: image493.png]


, έχουμε: 

Αν [image: image494.png]


για κάθε εσωτερικό σημείο του [image: image495.png]


, τότε [image: image496.png]flz)=c-€*, zeA



. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7
Εκφώνηση

Έστω συνάρτηση [image: image497.png]fR—=R



, για την οποία ισχύει: [image: image498.png]flx—2)=2x+3



   (1)  για κάθε [image: image499.png]rc R



.

Αν [image: image500.png]


, να βρείτε τον τύπο της [image: image501.png]


. 

Λύση
Θέτουμε [image: image502.png]usr=u+2, ueR



οπότε η (1) γίνεται:

[image: image503.png]flu) =2(u+2)+3



, άρα [image: image504.png]


ή [image: image505.png]


 για κάθε [image: image506.png]rc R



,
οπότε:
[image: image507.png]


, για κάθε [image: image508.png]rc R



,
δηλαδή,
[image: image509.png]flz) =224 Tz 4c



   (2), για κάθε [image: image510.png]rc R



, όπου [image: image511.png]cceR



.
Επειδή [image: image512.png]


, από την (2) για [image: image513.png]


 έχουμε:

[image: image514.png]f(1)=8+c



, δηλαδή [image: image515.png]


.
Συνεπώς, ο τύπος της [image: image516.png]


 είναι: 

[image: image517.png]flz) =22 4Tz -6



, [image: image518.png]rc R



. 

Μεθοδολογία
Έστω μία συνάρτηση [image: image519.png]fA=R



, όπου Δ διάστημα. Αν για την [image: image520.png]


έχουμε μια σχέση της μορφής [image: image521.png]


 (1) ,για κάθε [image: image522.png]x € DpNDg =Dy



, όπου [image: image523.png]


γνωστές συναρτήσεις, και θέλουμε να προσδιορίσουμε τον τύπο της [image: image524.png]


ή να βρούμε την αριθμητική τιμή της [image: image525.png]


στη θέση [image: image526.png]


, όπου [image: image527.png]a € Dy



, τότε: Θέτουμε [image: image528.png]


, [image: image529.png]uec R



 και έχουμε:
Α) Αν η [image: image530.png]


είναι [image: image531.png]


και η [image: image532.png]


λύνεται ως προς [image: image533.png]


, τότε μετά τις αντικαταστάσεις καταλήγουμε σε μια σχέση της μορφής [image: image534.png]


, από την οποία σχέση στη συνέχεια προσδιορίζουμε τον τύπο της [image: image535.png]


ή την αριθμητική τιμή της [image: image536.png]


στη θέση [image: image537.png]


.

Β) Αν η [image: image538.png]


δεν λύνεται ως προς [image: image539.png]


, τότε:

Κατασκευαστικά προσπαθούμε να φτάσουμε (αν είναι εφικτό) την (1) στη μορφή [image: image540.png]f'(g(x)) =v(g(x)) = f(u) =v(u



από την οποία σχέση στη συνέχεια προσδιορίζουμε τον τύπο της [image: image541.png]


ή την αριθμητική τιμή της [image: image542.png]


στη θέση [image: image543.png]


. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8
Εκφώνηση
Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση [image: image544.png]fR—=R



, για την οποία ισχύει [image: image545.png]


και
[image: image546.png](z—2)- f(z)=2>-52+6



    (1), για κάθε [image: image547.png]rc R



. Nα βρείτε τον τύπο της [image: image548.png]


. 

Λύση
Για κάθε [image: image549.png]T #2



, από την (1), έχουμε:

[image: image550.png]


  [image: image551.png](z-2)(z-3)
) =g



,
συνεπώς,
[image: image552.png]f@) =e—3& f(z)= (12731

2



.

Άρα: [image: image553.png]


όπου [image: image554.png]cr,e2 € R



.
Από [image: image555.png]


, έχουμε:

[image: image556.png]w0

—3.04¢=330¢,=3




Επειδή η [image: image557.png]


 είναι παραγωγίσιμη στο [image: image558.png]


, θα είναι και συνεχής στο [image: image559.png]


, συνεπώς έχουμε:
[image: image560.png]f2) = lim f(z) = lim f(x)



δηλαδή [image: image561.png]= lim
zo2+

lim
22—

i) >





[image: image562.png]—Ad4a=—44+0 sa=c



.
Άρα [image: image563.png]


.
Λόγω της συνέχειας της [image: image564.png]


, παίρνουμε:
[image: image565.png]f(2) = lim f(z) =




.
Άρα
[image: image566.png]—3043, z<2

r=2

T st x>




Τελικά, ο τύπος της συνάρτησης είναι:
[image: image567.png]f(z):%z—SIJrS



, [image: image568.png]rc R



. 

Μεθοδολογία
Αν [image: image569.png]Ay, Ag



διαστήματα με [image: image570.png]AN Ay




και [image: image571.png]


για κάθε [image: image572.png]e A UAy



θα έχουμε:

· Αν [image: image573.png]re A



, τότε [image: image574.png]flz)=g(x) + a1



, 

· Αν [image: image575.png]T € Az



, τότε [image: image576.png]flz)=g(x) +c2



, 

όπου [image: image577.png]cr,e2 € R



. 

Στη συνέχεια, προσδιορίζουμε τις σταθερές από ιδιότητες που ικανοποιεί η [image: image578.png]


. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9
Εκφώνηση
Έστω συνάρτηση [image: image579.png]


παραγωγίσιμη στο [image: image580.png]


τέτοια ώστε: 
[image: image581.png]


[image: image582.png]


και [image: image583.png]—f'(x)



για κάθε [image: image584.png]rc R



(1) 
i. Να αποδείξετε ότι: [image: image585.png]


για κάθε [image: image586.png]rc R



. 

ii. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση [image: image587.png]g(z) = [f (z) — 200vz]* + [ (x) + 2npa)®



είναι σταθερή στο [image: image588.png]


. 
iii. Nα βρείτε τη συνάρτηση [image: image589.png]


. 

Λύση
i. Επειδή το πρώτο μέλος της (1), ως σύνθεση παραγωγίσιμων, είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση στο [image: image590.png]


, συμπεραίνουμε ότι και το δεύτερο μέλος είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση στο [image: image591.png]


, οπότε: 

[image: image592.png]


, [image: image593.png]rc R



. (2) 
Από τη σχέση (1) για [image: image594.png]


 το [image: image595.png]=1



προκύπτει: 

[image: image596.png]—r(G-e)e—r@=r(3-2)





Αντικαθιστώντας στην (2) βρίσκουμε: [image: image597.png]f'(x)=—f(z)& f'(z)+ f(z) =




για κάθε [image: image598.png]rc R



. 

ii. Για κάθε [image: image599.png]rc R



έχουμε: 

[image: image600.png]2[f (z) — 20vvz] [f (z) + 2nux]+2 [f (z) 4 2nua] [f” (z) + 20vvz] &




[image: image601.png]g () = 2[f' (x) + 2nuz] [f () — 2000z + f (z) + 2002] B¢ () = 0




Επομένως υπάρχει σταθερά [image: image602.png]cceR



ώστε: [image: image603.png]


για κάθε [image: image604.png]rc R



. 
iii. Για [image: image605.png]


από τη σχέση [image: image606.png]


, προκύπτει: 

[image: image607.png]



[image: image608.png]0—02+(—2+2%=ce0




. 
Τότε: [image: image609.png]g9(z) =0 & [f (z) — 200vz) + [f' () + 2npa]® = 0 &





[image: image610.png]f(z) = 2000z =0 [f(x) =20vvz
{ () + 2npz = 0 ﬁ{




, οπότε: [image: image611.png]f(x) = 200vz



, [image: image612.png]rc R



. 

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10
Εκφώνηση
Έστω συνάρτηση [image: image613.png]


, παραγωγίσιμη στο [image: image614.png]


, με [image: image615.png]f)+f(-1)=0



και της οποίας η παράγωγος [image: image616.png]


είναι άρτια συνάρτηση. 
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση [image: image617.png]


 είναι περιττή. 

Λύση
Αφού η [image: image618.png]


είναι άρτια, για κάθε [image: image619.png]rc R



έχουμε: [image: image620.png]—rcR



και  [image: image621.png]



Τότε: [image: image622.png]


[image: image623.png]


[image: image624.png]


.
Επιπλέον οι συναρτήσεις [image: image625.png]


και [image: image626.png]


είναι συνεχείς στο [image: image627.png]


, αφού η [image: image628.png]


 είναι συνεχής στο [image: image629.png]


.
Επομένως υπάρχει σταθερά [image: image630.png]


 ώστε: [image: image631.png]f(=z)

—f(z)+ec



(1)
Για [image: image632.png]


επειδή [image: image633.png]f)+f(=1)=0



έχουμε: [image: image634.png]


.
Αντικαθιστώντας στην (1) βρίσκουμε [image: image635.png]f(=z)

—f(z)



για κάθε [image: image636.png]rc R



.
Συνεπώς η συνάρτηση [image: image637.png]


 είναι περιττή. 
Αφού μελετήσουμε πολύ καλά τη Θεωρία και τα παραπάνω Παραδείγματα, ας προσπαθήσουμε τώρα να λύσουμε τις ακόλουθες Ασκήσεις:

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

· ΑΣΚΗΣΗ 1
Εκφώνηση
Έστω συνάρτηση [image: image638.png]


δύο φορές  παραγωγίσιμη στο [image: image639.png]


 για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: 
[image: image640.png]


[image: image641.png]


και [image: image642.png]f(x) =2f () + f(z) =0



για κάθε [image: image643.png]rc R



. 
Να βρείτε τη συνάρτηση [image: image644.png]



· ΑΣΚΗΣΗ 2
[image: image654.png][ (x) — f (z) = 6z — 322



Εκφώνηση
Έστω συνάρτηση [image: image645.png]


δύο φορές παραγωγίσιμη στο [image: image646.png]


 με [image: image647.png]


 και
·  ΑΣΚΗΣΗ 3
Εκφώνηση
Να βρείτε τη συνάρτηση [image: image648.png]


 η οποία είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο [image: image649.png](0,7)



και τέτοια ώστε:
[image: image650.png]3k



και [image: image651.png]f(z) - nuz = f(z)- (npz — ocvvz)



για κάθε [image: image652.png]x € (0,m)



 .
Κλείνοντας λοιπόν το σημερινό μας μάθημα, πρέπει στη συνέχεια να μελετήσουμε πολύ καλά τη Θεωρία και τα παραπάνω Παραδείγματα και να προσπαθήσουμε να λύσουμε τις Ασκήσεις.
Περιμένω πάντα να επικοινωνήσετε μαζί μου στο e-mail: tzanetatos@sch.gr, στέλνοντάς μου τις ερωτήσεις σας, τις προσπάθειές σας για λύση των Ασκήσεων και ενημερώνοντάς με για την πρόοδο της μελέτης σας. 

Θυμηθείτε ότι . . . δεν είμαστε σε διακοπές !!!

Να είστε καλά και να προσέχετε !!!

Ο καθηγητής σας των Μαθηματικών

Γεράσιμος   Τζανετάτος

*** Η Θεωρία, τα Παραδείγματα και οι Ασκήσεις για λύση προέρχονται από τον ιστότοπο  www.study4exams.gr . 
�





τέτοια ώστε: �για κάθε �.  �Να βρείτε τη συνάρτηση �








[image: image655.png]rc R



[image: image656.png]


